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1 問題5.3の回答

1.1 (i)に関する答え

f : D → D が必ずしも連続ではない単調関数である時,

F = {⊥, f(⊥), f 2(⊥), ..., fn(⊥), ...}

とおくと,f の単調性より, ⊥ v f(⊥). よって,

f(⊥) v (⊥), ..., fn(⊥) v fn+1(⊥), ...

すなわち,Fは単調増加列であり,

f(x) v f(t∞
n=0f

n(⊥))

ここで, f(x) v f(t∞
n=0f

n(⊥)) v t{f(fn(⊥))|n = 0, 1, ...}
この時,Fと {f(fn(⊥))|n = 0, 1, ...}との差異は,前者が⊥を持っており,後者が⊥
を持たないことのみであり,上限は互いに等しい.したがって,

f(x) v x

次に,y ∈ Dについて, f(y) v yが成り立つとする.

f は単調であるため,

⊥ v y から, f(⊥) v f(y) v y

f(⊥) v yから, f 2(⊥) v f(y) v y
...

fn(⊥) v yから, fn+1(⊥) v f(y) v y

すなわち,任意の nについて,fn(⊥) v yであるから,tF v y.したがって, x は最小
の不動点である.

1.2 (ii)に関する答え

[1]の p.66における定義より,(ii)におけるDはCPOであり,D → D は連続であ
る.この時, f, gはともに D → D に属しているから,f, gはともに連続関数である.

[1]の定理 5.12より,f には f(x) = xなる最小の x ∈ Dが存在し,gには g(x) = xな
る最小の x ∈ Dが存在する.また,定理 5.13より,f ◦ gと g ◦ fはともに連続である.

f ◦ gに関して定理 5.12より,

f ◦ g(x) = x
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すなわち,

f(g(x)) = x

なる x ∈ Dで最小のものが存在する.

g ◦ f も同様に,

g ◦ f(x) = x

すなわち,

g(f(x)) = x

なる x ∈ Dで最小のものが存在する. よって,f ◦ g = g ◦ f である時,

f(g(x)) = g(f(x))

が成り立つ.この時,xは
x = f(x)かつ x = g(x)

を満たす.

よって, f, g ∈ [D → D]が,f ◦ g = g ◦ f を満たせば

x = f(x)かつ x = g(x)

を満たすような最小の x ∈ Dが存在する.

また,[2]の p.155の fixに関する定義より,fix(f),fix(f ◦ g)はそれぞれ,

f : D → D

f ◦ g : D → D

の繰り返しである.定理 5.13より,f ◦ f ,(f ◦ g) ◦ (f ◦ g)はそれぞれ連続である.こ
れは,f ◦ f や (f ◦ g) ◦ (f ◦ g)を繰り返し行っても適用される.

したがって,定理 5.12より,fix(f),fix(f ◦ g)のいずれも fix(f)(x) = x,fix(f ◦
g)(x)を満たす最小の x ∈ Dが存在する.このとき,

x = f(x)かつ x = g(x)

を満たす最小の x ∈ Dが存在するため,f(x) = xかつ g(x) = xより,

f(x) = f(g(x))

が成り立つ.同様にして,

f(f(x)) = x

g(f(x)) = x

も成り立つ.したがって,それの繰り返しである fix(f),fix(f ◦ g)について,

fix(f)(x) = fix(f ◦ g)(x)

が成り立つ.ゆえに,

fix(f) = fix(f ◦ g)

は成り立つ.
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