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1 はじめに

本研究はランク計算・アンランク計算アルゴリズムの基

に行われている．このアルゴリズムは Knottの 1977年の

論文 [3]において初めて作られた．Knottによる２つのア

ルゴリズムはともに時間計算量が O(n2)である．1985年

には Erによって時間計算量が O(n log n)であるが，予め

計算テーブルが用意されている場合は O(n)であるような

ランク計算アルゴリズムが作られた [5]．その他に 1977年

に Ruskey たちによって計算量が O(n log n) であるアル

ゴリズムが作られている [4]．これらのアルゴリズムは二

分木に代表される木構造の列挙を行うアルゴリズムやラン

ダム生成プログラムの基礎として知られており，重要なア

ルゴリズムの一つである．しかし，現在筆者の知る限り，

Knottによるランク・アンランク計算アルゴリズムのみが

可逆化されており [2]，まだその他のランク・アンランク計

算アルゴリズムの可逆化は行われていない．また，一般的

に，(非可逆な)アルゴリズムをクリーン可逆化する方法と

して Bennett法 [6]が存在するが，時間計算量・空間計算

量が悪化することが分かっており，元のアルゴリズムの時

間計算量・空間計算量と漸近的に等しく，ゴミ出力が最適

である可逆シミュレーションを生成する一般解法は現在わ

かっていない．よって，効率的なクリーン可逆シミュレー

ションは，手動で作るしかないのが現状である．本研究で

は，ランク・アンランク計算アルゴリズムのうち，Erによ

るランク・アンランク計算を行う Pascalプロシージャを基

に，Erのランク・アンランク計算アルゴリズムのクリーン

可逆化を行う．クリーン可逆化によってランク・アンラン

ク計算アルゴリズムの族についての，可逆シミュレーショ

ンの導出に関する知見を得られることが期待される．

2 準備

この章では，本研究で用いたプログラミング言語 Janus

についてや，ランク計算を行う上で必要な二分木の表現方

法，埋め込み，可逆シミュレーションについて説明する．

2.1 Janus

可逆プログラミング言語 Janus[1]は，C言語に似た構文

に加えて可逆性を保証するための構文要素をもつ．今回用

いる Janusは単射関数しか表すことができないという意味

で可逆であることが証明されている．

2.2 二分木の表現

Er によるランク計算アルゴリズムにおいて利用されて

いる二分木の表現方法である整形ビットパターンについて

説明する．

節点数が n の二分木 T は n + 1 個の葉を追加すること

図 1 大きさ 4の二分木とランク

で拡張二分木 T̂ に変換することができる．また，二分木

は 0または 1のビットパターンに符号化することができ，

葉は 0，節点は 1を表すとして，根から前順序順に走査す

ることで符号化できる．節点数が n である二分木 T に対

応する拡張二分木 T̂ は，2n + 1 個のビットからなるビッ

トパターンに符号化される．このとき，生成されたビット

パターンの最後のビットは必ず 0になるため，最後のビッ

トを除いた 2n個のビットで 1と 0を用いて表現可能であ

る．今，節点数が n の拡張二分木 T̂ に対応する 2n 個の

ビットからなるビットパターンを B = (b1, b2, ..., b2n) と

表す．ここで bi は，0または 1のビットである．ビットパ

ターン B は，B を b1 から b2n まで走査したどの過程にお

いても，1のビットの総数と 0のビットの総数を下回らず，

1のビットの総数と 0のビットの総数が等しいとき，B の

ことを整形ビットパターンと呼ぶ．

2.3 ランク計算

二分木のランクの定義とその計算方法について述べた

後，実際に例を用いて二分木のランク決めを行う．本稿で

のランクとは同じ節の数である二分木に対して大小の大き

さを決めることである．図 1は節点数が 4の二分木をラン

ク順にならべた表である．Erによる論文 [5]によると以下

の式でランクを計算することができる．

Rank(Bn) =
∑
bi=1

V (i) (1)

ただし，ここで V (i)は bi+1 から b2n の間で，f(i)個の 1

のビットと (2n − i − f(i)) 個の 0 のビットからなる整形

ビットパターンの総数のことであり，V (i)は次の二項係数

で表される式で求められる．

V (i) =

(
2n− i

f(i)

)
−
(

2n− i

f(i)− 1

)
(2)

ここで f(i)は整形ビットパターンの bi から b2n−1 の間の

1のビットの総数のことである．

実際に例を用いてランク計算を行う．図 2は節点数 4の

二分木である．まずこの二分木を 8 個のビットからなる
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図 2 ランクが 4の二分木

ビットパターンに符号化すると，10111000 と表すことが

できる．次に，式 (1)を利用すると

Rank(10111000) =

(
2× 4− 1

4

)
−
(
2× 4− 1

3

)
+

(
2× 4− 3

3

)
−
(
2× 4− 3

2

)
+

(
2× 4− 4

2

)
−
(
2× 4− 4

1

)
+

(
2× 4− 5

1

)
−
(
2× 4− 5

0

)
となり，これを計算するとランクが 4 と求めることがで

きる．

2.4 埋め込み

ここでは埋め込みについて定義を述べた後で，実際に例

を用いて説明する．埋め込みとは非可逆計算で失われる情

報を全て記憶する変換のことである．非可逆計算で失われ

る情報には，代入を行う時の代入前の値や，条件分岐の時，

分岐後の値がどちらの分岐から得られたのかを特定する制

御情報などがあげられる．x=e; のような代入文は，代入

前の x の値を特定することができないので非可逆である．

この文に埋め込みを適用すると push(x,g); x+=e; と書

き換えることができる．gはゴミスタックである．代入前

の x の値をゴミスタック g に保存することで代入前の値

も求めることができる．　 図 3 は条件分岐の概念図とプ

ログラムをあらわしている．図 3 の左は非可逆なもので

あり，図 3の右は埋め込みを適用したものである．条件分

岐では then 節から得られたものなのか else 節から得ら

れたものなのかを非可逆プログラムでは特定できないが，

埋め込みを用いるとゴミスタックに情報を保存しているの

で，then節から得られたのか else節から得られたのかを

　 　 　

図 3 条件分岐の埋め込み

特定することができる．

2.5 可逆シミュレーション

ここでは可逆シミュレーションやクリーン可逆シミュ

レーションなどを図を用いて説明する．図 4の pはアルゴ

リズムであり，q は可逆アルゴリズムである．図 4の四角

い部分の左側は入力をあらわしており，右側は出力をあら

わしている．出力のうち Gはゴミ情報をあらわしている．

可逆アルゴリズム q を p の可逆シミュレーションと呼ぶ．

同じ可逆アルゴリズムでも出力にゴミ情報があらわれない

ものをクリーンと呼び，図 4の右図は q のクリーン可逆シ

ミュレーションである．

3 ランク計算の可逆シミュレーションの実現

Er[5] によるランク・アンランク計算プロシージャの可

逆化を行う．まず，ランク・アンランク計算プロシージャ

それぞれの埋め込みによる可逆シミュレーションを実現す

る．次に，それらの可逆シミュレーションの組み合わせと，

一般解法の一つである Bennett法 [6]を用いて複数パスの

クリーン可逆シミュレーションを実現する．最後に，我々

は 1 パスで空間計算量が効率の良いクリーン可逆シミュ

レーションを提案する．

3.1 埋め込みによるランク計算

図 5のプロシージャ rankEは Erによるランク計算プロ

シージャを，埋め込みを用いて可逆化したプロシージャで

ある．入力は，整形ビットパターンを表す引数 Bとその配

列の長さを表す引数 nである．出力は，入力の整形ビット

パターンに対応する二分木のランクを表す引数 pと，ゴミ

出力を表す引数 gである．ゴミ出力 gには，出力に必要な

くなった整形ビットパターンが埋め込まれており，図 5に

おいて，27行目の clear_arrayというプロシージャの呼

出しで引数 B の各要素がゴミスタック g に格納されてい

る．局所変数 cnt は B[i:2*n-1] に含まれる 1 の個数で

あり，式 2中の f(i)に対応する．17行目で B[i]が 1で

ある場合のみ，18行目と 20行目で V (i)を計算し，19行

目で cntを 1減らしている．rankEは，埋め込みだけでな

く，可逆性を満たすために，元の Pascalプロシージャには

無かった if文実行後のアサーション fiを追加している．

また，非可逆的な代入文は，19 行目のように，可逆な複

合代入演算子の +=や-=で同じ処理になるように置き換え

ている．この埋め込みによるランク計算プロシージャは，

入力の一つである整形ビットパターン Bをゼロクリアする

ために，27行目でゴミスタック gに埋め込んでいるため，

入力された整形ビットパターンの長さ 2nに比例したメモ

リを使用してしまうため，空間計算量が元のプロシージャ

図 4 可逆シミュレーションの概念図
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1 procedure clear_array (int a[], int n, stack g)
2 local int i = 0
3 from i = 0 do
4 local int t = a[i]
5 a[i] ^= t
6 push (t, g)
7 delocal int t = 0
8 i += 1
9 until i = n

10 delocal int i = n
11

12 procedure rankE(int p, int B[], int n, stack g)
13 local int cnt = n
14 local int i = 0
15 from i = 0 do
16 local int posn = 2*n-i-1
17 if B[i] = 1 then
18 call binom(posn , cnt , p)
19 cnt -= 1
20 uncall binom(posn , cnt , p)
21 fi B[i] = 1
22 delocal int posn = 2*n-i-1
23 i += 1
24 until i = 2*n-1
25 delocal int i = 2*n-1
26 delocal int cnt = 0
27 call clear_array(B, 2*n, g)

図 5 埋め込みによるランク計算

1 procedure unrankE(int p, int B[], int n, stack g)
2 local int cnt = n
3 local int i = 0
4 from i = 0 do
5 local int posn = 2*n-i-1
6 local int v = 0
7 call binom(posn , cnt , v)
8 uncall binom(posn , cnt -1, v)
9 if p >= v then

10 B[i] ^= 1
11 p -= v
12 cnt -= 1
13 fi B[i] = 1
14 push(v,g)
15 delocal int v = 0
16 delocal int posn = 2*n-i-1
17 i += 1
18 until i = 2*n-1
19 delocal int i = 2*n-1
20 delocal int cnt = 0

図 6 埋め込みによるアンランク計算

よりも悪化している．この埋め込みによるランク計算プロ

シージャは，制御の流れが同じため，時間計算量は元のプ

ロシージャの時間計算量 T とおいた場合，O(T )となる．

次にこの埋め込みによるランク計算が元の Pascal プロ

シージャの可逆シミュレーションになっていることを示

す．節数 nの二分木 T に対応するビット数 2nの整形ビッ

トパターン B について，

[[rankE]]Janus : (B,n) 7→ ((p, n), g) (3)

となる．式 3において，pは二分木 T のランクである．ま

た，0 や nil となる入力と出力は省略した．ここで，任意

の B と nに対して

fst([[rankE]]Janus(B,n)) = [[rankP]]Pascal(B,n+ 1) (4)

であるので，Janusプログラム rankEは Pascalプログラ

ム rankPの可逆シミュレーションになっている．

3.2 埋め込みによるアンランク計算

図 6 のプロシージャ rankE は Er によるアンランク計

算プロシージャを，埋め込みを用いて可逆化したプロシー

ジャである．入力は，二分木のランクを表す引数 pと，そ

の二分木に対応する整形ビットパターンの大きさを表す引

数 nである．出力は，２組の入力に対応する整形ビットパ

ターンを表す引数 Bと，ゴミ出力を表す引数 gである．局

所変数 v は式 (1) の V (i) に対応しており，7 行目の呼出

しによって pに
(
2n−i
f(i)

)
が加算され，8行目の逆呼び出しに

よって pに
(

2n−i
f(i)−1

)
が減算されている．この可逆プロシー

ジャ unrankEの時間計算量は，元のプロシージャと制御構

造が同じであるため，時間計算量は元のプロシージャの時

間計算量 T に対して，O(T )となる．unrankEの空間計算

量は，14行目でのゴミスタックへの格納が 2n− 1回繰り

返されるため，O(n)となる．そのため，元のプロシージャ

が一定数の変数しか使用していないことに比べてメモリ使

用量が悪化している．埋め込みによるアンランク計算が元

の Pascal プロシージャの可逆シミュレーションになって

いることは，埋め込みによるランク計算計算が元の Pascal

プロシージャの可逆シミュレーションになっていることと

同様に示すことができる．

3.3 Bennett法によるクリーン可逆シミュレーション

前節におけるランク計算とアンランク計算は，元のプロ

シージャの可逆シミュレーションとなっているが，どちら

の可逆シミュレーションも出力に元の出力にはなかったゴ

ミスタックが含まれており，クリーンではない．Bennett

法を用いることで一般のアルゴリズムについてクリーン

可逆シミュレーションを作ることができ，論文 [2] での，

Bennett 法による Knott のランク・アンランク計算アル

ゴリズムのクリーン可逆シミュレーションと同様に作るこ

とができる．Bennett法によるランク計算のクリーン可逆

シミュレーションでは，rankE および unrankE プロシー

ジャの呼出しと逆呼び出しが合計 4 回行われているため，

実行時間について効率が悪化していることがわかる．ま

た，クリーンであるため最終的な出力としてゴミを出力し

ないが，rankE 及び unrankE の呼出しで中間的にゴミを

生成しており，メモリ使用量が多くなってしまっている．

3.4 ランク計算のクリーン可逆シミュレーション

前節の Bennett 法によるランク計算のクリーン可逆シ

ミュレーションは，時間計算量と空間計算量の両方の効率

が悪くなっていた．図 7のプロシージャ unrankは，節 3.1

と節 3.2 で示した可逆プロシージャ rankE 及び unrankE

を組み合わせて作成した可逆プロシージャである．まず，

rankE と unrankE の制御構造が，rankE の 17 行目から

21行目及び 27行目と，unrankEの 6行目から 15行目を

除き一致していることより，上記の一致していない計算を

組み合わせる．以下はその具体的な説明である．unrankE

の 14行目でゴミスタック gに格納される vは，unrankE
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1 procedure unrank(int p, int B[], int n)
2 local int cnt = n
3 local int i = 0
4 from i = 0 do
5 local int posn = 2*n-i-1
6 local int v = 0
7 call binom(posn , cnt , v)
8 uncall binom(posn , cnt -1, v)
9 if p >= v then

10 B[i] ^= 1
11 p -= v
12 uncall binom(posn , cnt , v)
13 cnt -= 1
14 call binom(posn , cnt , v)
15 else
16 uncall binom(posn , cnt , v)
17 call binom(posn , cnt -1, v)
18 fi B[i] = 1
19 delocal int v = 0
20 delocal int posn = 2*n-i-1
21 i += 1
22 until i = 2*n-1
23 delocal int i = 2*n-1
24 delocal int cnt = 0

図 7 クリーン可逆シミュレーション

の 7 行目及び 8 行目で計算されている数と，rankE の 18

行目から 20行目で計算されている数が一致することより，

置き換えられる．また，unrankEを逆実行する場合に，17

行目の条件式が trueであるとき，B[i]が 1であることか

ら 10 行目でゼロクリアされており，rankE の 27 行目に

おけるゴミスタックへの格納は置き換えられることがわか

る．可逆プロシージャ unrank自体はアンランク計算プロ

シージャであるが，逆呼出しすることで，ランク計算が可

能である．

可逆プロシージャ unrank は，ゴミを出力しないので，

元の Pascal プロシージャのクリーン可逆シミュレーショ

ンになっており，Bennett法を用いたクリーン可逆シミュ

レーション rankB が 4 パスで中間ゴミを生成するのに対

し，1パスで中間ゴミが生成しないため効率的である．

3.5 提案するクリーン可逆シミュレーションの計算量

今回提案する図 7 のランク計算のクリーン可逆シミ

ュレーションの時間計算量は，O(n log n) となる．次に

O(n log n) となることを示す．Shamir[8] による論文に

よれば，整数 n，k に対応する二項係数
(
n
k

)
の時間計算

量は，O(log n) となることが分かっている．unrank の

一回のループにおいて，二項係数の計算は 4 回行われ

ており，2n − 1 回反復するので，合計計算ステップは

4(2n−1)O(log n)となる．よって時間計算量はO(n logn)

である．可逆シミュレーションは，ゴミ出力が有界で，元

の非可逆なプロシージャと同じかそれ以下の時間計算量で

あり，追加で必要となるメモリの大きさが入力 xのメモリ

上で表現する際の大きさ |x|に対して高々 g(|x|)であると
き，ゴミが g によって抑えられる忠実的な可逆シミュレー

ションと呼ぶ．さらに，ゴミが g で抑えられる忠実的な可

逆シミュレーションよりもゴミ出力が小さい忠実的な可逆

シミュレーションが存在しない場合，衛生的な可逆シミュ

レーションと呼ぶ [7]．プロシージャ unrank はゴミ出力

が無く，元の Pascal プロシージャと時間計算量が同じで

あり，メモリを追加で必要としないため，衛生的な可逆シ

ミュレーションである．

4 おわりに

本研究では，Er によるランク・アンランク計算アルゴ

リズムの効率的なクリーン可逆シミュレーションの実現を

行った．作成したクリーン可逆シミュレーションは，一般

解法によって作られたクリーン可逆シミュレーションと比

較して，時間計算量及び空間計算量が漸近的に同じである

が，4パスであった実行パスが 1パスになっており，中間

ゴミが作られないため，元の非可逆アルゴリズムと漸近的

に同じ計算効率のクリーン可逆シミュレーションを作るこ

とができた．
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