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1 はじめに

計算できるという概念をチューリング機械 (以下，TM)

で計算できるということにしようという主張は広く認め

られている [1]．TM は計算の効率を問題としなければ現

在のコンピュータをも模倣できるとされている強力な計

算モデルであり，計算可能性理論を議論する際に重要であ

る．任意の TM を模倣できる計算システムは計算万能性

(チューリング完全)をもつといわれる. プログラミング言

語の計算モデルが計算万能性をもつことを示すことは重要

である．

可逆計算とは，計算過程のどの状態においても直前と直

後にとり得る状態を高々 1つもつものである．計算機にお

ける非可逆計算ではエネルギーが消費されることがわかっ

ている [2]．一方，可逆計算では，理想的な状況下ではその

消費を 0にすることができ，情報の消失が発生しない．可

逆チューリング機械 (以下，RTM)が計算できるのは単射

な計算可能関数であることが知られている [3]．

可逆プログラミング言語とは，そのプログラムの実行過程

が必ず可逆になるような言語設計がなされているプログラ

ミング言語である．可逆プログラミング言語が RTMを模

倣できること，すなわちその計算モデルが可逆的計算万能

性をもつことを示すことは重要である．

可逆プログラミング言語 R-WHILEは，命令型の可逆プロ

グラミング言語であり，我々の知る範囲では，R-WHILEが

可逆的計算万能性をもつという報告はない．したがって，

本稿では可逆プログラミング言語 R-WHILE によって万能

可チューリング機械を構成することにより，R-WHILEが可

逆的計算万能性をもつことの証明を目的とする．

2 関連研究

本章では，１章で述べた可逆計算に関連するものをはじ

めとした本稿に関連する研究について説明する．

2.1 Janus

Janus は R-WHILE と同様に命令型の可逆プログラミン

グ言語の一種で，多重集合と配列の書木換えに基づく制約

処理モデルを持つ．Janusは，C言語に似た構文に加えて

可逆性を保証するための構文規則を持つ．

2.2 セルオートマトン

セルオートマトン (以下，CA) とは 1950 年代に John

von Neumannが自己増殖オートマトンを設計するための

理論的枠組みとして提案されたモデルである．いくつかの

状態を持つセルという単位によって構成され，事前に設定

された規則に従い，そのセル自身や近傍の状態によって，

時間発展と共に，その時間における各セルの状態が決定さ

れる．TMと同様に計算モデルとして，計算可能性理論を

議論する際に重要である．

2.3 可逆セルオートマトン

可逆セルオートマトン (以下，RCA) とは，可逆性が保

証された CA，つまり，現在の状態から 1つ前の状態を一

意に決めることができる CA のことである．Toffoli は

RCAの次元を 1増やすことで、2次元以上の RCAにおい

て任意の TMが模倣できることを示し、そこから分割セル

オートマトンの枠組みを利用して、1 次元以上の RCA が

計算可逆万能性を持つことを証明した。

3 可逆チューリング機械

本章では，TMと TMに制限を加えた RTMの定義を述

べる．本稿では，簡単のため 1 テープの TM のみを考え

る．また，文献 [4]の表記を用いる．

3.1 チューリング機械

TM はマス目に分割された左右に無限長のテープをも

ち，有限制御部，及びテープ上の記号を読み書きするため

のヘッドから構成されている (図 1）．テープには予め入力

情報 (2進数の 0と 1や多数のアルファベット)が格納され

ており，ヘッドが位置するマス目の記号を読み取る．そし

て,この記号と現在の有限制御部の状態 (内部状態，図 1に

おいては状態 q を指す)に依存して，マス目の記号を書き

換え，ヘッドを左か右に 1コマ移動もしくは不動にし，内

部状態を遷移させる．この一連の振る舞い (動作) を繰り

返すことで計算を行う．

　本稿では，1テープTMを T = (Q,Σ, b, δ, qs, Qf )として

定める．(以下，1テープTMのことをTMと呼ぶことにす

る．)ただし Qは内部状態の空でない有限集合，Σ はテー

プ記号の空でない有限集合であり，b(∈ Σ) は空白記号で

テープの有限個のマス目を除く残り全てのマス目に bが格

納されていると仮定する．δは (Q× [Σ×Σ]×Q)∪(Q×{←
,↓,→ }×Q) の部分集合，qs(∈ Q)は初期状態，Qf (⊂ Q)

は最終状態の集合とする．

δ は遷移規則の集合である．矢印 (←,↓,→)はそれぞれ

ヘッドの移動 (左，不動，右)を表す．遷移規則は 3項組で

あり，(q, 〈s, s′〉, q′)または (q, d, q′)である．

(q, q′ ∈ Q, s, s′ ∈ Σ, d ∈ {←,↓,→ })．前者の 3項組は

T が状態 qで記号 sを読んだ場合，記号 s′ に書き換え，状

態を q′ にすることを意味する．また，後者の 3 項組は T

が状態 q の場合ヘッドを dの方向に動かし, 状態を q′ にす
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図 1: チューリング機械の模式図

ることを意味する．遷移規則に 5項組を用いることもある

が，5項組で設計を行った場合，ヘッドの移動とテープの

記号の書き換えを 1 つの遷移規則で行うことができる為，

少ない遷移規則で記述することが出来る．一方 3 項組は，

遷移規則の数は 5項組と比べてヘッドの移動とテープの記

号書き換えが別々なため多くなってしまう．しかし，遷移

規則に対称性があるため，以降の章で説明する RTMを設

計する際に前方決定的または後方決定的であるということ

の判断がしやすいため今回は 3項組を用いる．

ここで，TMが計算を行っているある時点での様子を様

相とする．このとき，TM T = (Q,Σ, b, δ, qs, Qf ) の様相

とは組 (q, (l, s, r)) ∈ Q × ((Σ\{b})∗ × Σ × (Σ\{b})∗) で
ある．ここで V ∗ は V 中の記号を 0 個以上並べたものの

集合を表す．ただし q は内部状態,sはヘッドの下にある記

号，lはヘッドの左側のテープを表す記号列，rはヘッドの

右側のテープを表す記号列を表す．

TM T = (Q,Σ, b, δ, qs, Qf )の計算ステップは，c =⇒
T

c′

を満たすように様相 c を様相 c′ に移すものとする．ただ

し，ここで，bつまり空白記号が無限に続くときを λとして

(q, (l, s, r)) =⇒
T

(q′, (l, s′, r)) if (q, (s, s′), q′) ∈ δ

(q, (λ, s, r)) =⇒
T

(q′, (λ, b, sr)) if (q,←, q′) ∈ δ

(q, (ls′, s, r)) =⇒
T

(q′, (l, s′, sr)) if (q,←, q′) ∈ δ

(q, (ls, b, λ)) =⇒
T

(q′, (l, s, λ)) if (q,←, q′) ∈ δ

(q, (l, s, r)) =⇒
T

(q′, (l, s, r)) if (q, ↓, q′) ∈ δ

(q, (l, s, λ)) =⇒
T

(q′, (ls, b, λ)) if (q,→, q′) ∈ δ

(q, (l, s, s′r)) =⇒
T

(q′, (ls, s′, r)) if (q,→, q′) ∈ δ

(q, (λ, b, sr)) =⇒
T

(q′, (λ, s, r)) if (q,→, q′) ∈ δ

である．=⇒
T
の反射推移閉包を =⇒

T

∗ と記す．

TM T = (Q,Σ, b, δ, qs, {qf})の意味をとして，
[[T ]] = {(r, r′)|(qs, (λ, b, r)) =⇒

T

∗ (qf , (λ, b, r
′))} とする．

これは初期状態 qs でテープ内が (λ, b, r)の状態のとき，遷

移を繰り返し最終状態になったときのテープ内が (λ, b, r′)

になるということを表している．

3.2 チューリング機械の例

これまでに定義した TM に基づいて，簡単な TM を考

えてみる．

例　与えられた 2 進数に 1 を加える TM 　

T1 = (Q1, b, 0, 1, b, δ1, qs, qf ) を考える．ただし，Q1 =

{qs, q1, q2, q3, q4, qf}であり，δ1 は以下の 3項組の集合で

ある.

δ1 = {[qs, 〈b, b〉, q1], [q1,→, q2],

[q2, 〈1, 0〉, q1],
[q2, 〈0, 1〉, q3], [q3,←, q4],

[q2, 〈b, 1〉, q3],
[q4, 〈0, 0〉, q3],
[q4, 〈1, 1〉, q3],
[q4, 〈b, b〉, qf ]}

T1 は，非負整数 n の 2 進数表現が書かれたテープが与え

られ，ヘッドを 2進数表現の左隣のます目に置いて初期状

態 qs から動作を開始したとき，nを nに 1を加えたもの

に書き換え，2進数表現の左隣のます目までヘッドを移動

し，最終状態 qf で停止する TM である (テープに書かれ

る２進数表現は反転されたものとする)．このとき，T1 は

２進数表現の一番下位の桁から読んでいく．1を読んだと

き，1を 0に書き換える．また，0または bを読み込んだ

ときにそれを 1に書き換える．

3.3 可逆チューリング機械

TM T は 任 意 の 異 な る 遷 移 規 則

(q1, a1, q
′
1), (q2, a2, q

′
2) ∈ δ に対して，q1 = q2 なら

ば a1 = (s1, s
′
1), a2 = (s2, s

′
2)およびに s1 6= s2 であるな

らば局所的に前方決定的であるという．また TM T は任

意の異なる遷移規則 (q1, a1, q
′
1), (q2, a2, q

′
2) ∈ δ に対して

q′1 = q′2 ならば a1 = (s1, s
′
1), a2 = (s2, s

′
2)および s′1 6= s′2

であるならば局所的に後方決定的であるという．

TM T = (Q,Σ, b, δ, qs, qf )は，局所的に前方決定的かつ

後方決定的であり，最終状態からの遷移および初期状態へ

の遷移がないとき，可逆と呼ぶ．このとき，RTM は最終

状態を一つしかもたないため qf とする．

4 可逆プログラミング言語R-WHILE

ここでは R-WHILE について説明する．R-WHILE は，

Jones の言語 WHILE を可逆化したものである．R-WHILE

は非可逆なプログラムを記述することがでない．そのため

単射関数しか表すことはできない．この言語の特徴は木構

造のデータを表現できることである．

　与えられたリストを反転させて表示するプログラム例

reverse を用いていくつかの言語の機能について説明

する．
read X; (リストを反転させるプログラム)

from (=? Y nil)

loop (Z.X) <= X;

Y<= (Z.Y)

until(=? X nil);

write Y

　プログラムの入力は変数 Xを読み込む．そして，出力は

変数 Yを書き出す．すべての変数の初期値は nilである．

可逆的繰り返しを行う命令，loop...untilは Yが nilで



E,F ::= X | d | cons E F | hd E | tl E | =? E F 式

Q,R ::= X | d | cons Q R 　 パターン

C,D ::= X ^= E 命令

| Q <= R

| C; D

| if E then C else D fi F

| from E do C loop D until F

P ::= read X; C; write Y R-WHILEのプログラム

図 2: 言語 R-WHILEの構文規則

あると主張されたとき，繰り返しが行われ，X が nil の

ときに繰り返しが終了する．loop 内の命令はテストとア

サーションが偽である限り繰り返す．loop 内の最初の命

令 ((Z.X) <= X)では Xの値を先頭とそれ以降の部分に分

解をしている．２番目の命令（Y <= (Z.X)）では，Zと Y

をペアにした値を構成している．可逆置換右辺の元の値を

左辺の変数に束縛する前に，右辺の値を nil にセットす

る（たとえば Y <= (Z.Y) が実行された後 Z は nil であ

る）．出力の変数である Y を除くすべての変数は最終的に

nilでなくてはならない．

　 R-WHILE の構文規則は図 2のように定義される．プロ

グラム Pはただ一つの入口と出口の点 (read,write)をも

ち，命令 Cがプログラムの本体である．

　プログラムのデータ領域 D はアトム nil とすべての組

(d1, d2) を含む（d1, d2 ∈ D）最小の集合である．V ar は

変数名の無限集合である．本稿では d, e, f, ... ∈ Dとする．
また，X,Y,Z,... ∈ V arsとする．

　式は変数 X，定数 d，または複数の演算子からなる (先頭

とそれ以降を表す hdと tail，組を表す consまた等号を

表す=?）からなる．パターンは式の部分集合であり，変数

X，定数 dまたはパターンのペアを表す cons Q R からな

る．本稿では以後ペアを表す cons E Fまたは cons Q R

をそれぞれ (E.F) または (Q.R) と表記する．パターンは

線形的でなくてはならない．すなわち，反復変数は含まれ

ない．また，この言語は局所変数をもたない．

　次に命令 C について説明する．非可逆なプログラミン

グ言語における代入は左辺の変数の値を上書きする．そし

て，代入後に再び値を取り戻すことはできない．そのため，

可逆プログラミング言語に用いることは出来ない．可逆的

代入 X ^= Eでは，Xの値が nilのとき Xの値を Eの値に

する．また，Xの値が Eの値と等しいとき，Xの値を nil

にする．

可逆置換 Q <= R は Q の変数を R の変数を使って更新す

る．例えば

{Q = nil,R = a}
Q <= R;

{Q = a,R = nil}
となる．可逆代入と比べ両辺に表されるのはパターンの Q

と Rである．

　 R-WHILE の２つの構造化された制御フロー演算子は条

件文の if E then C else D fiと繰り返し文の from E

do C loop D until Fである．繰り返し文はテスト Eを

もち，条件アサーション Fをもつ．

　可逆条件文 if E then C else D fi F の制御フロー

の分岐はテスト Eに依存する．もし真であれば命令 Cが実

行され，アサーション E は真でなくてはならない．また，

もし偽であった場合命令 Dが実行され，アサーション Eは

偽でなくてはならない．Eと Fの返す値が対応していない

場合，条件文は定義されない．可逆ループ from E do C

loop D until F は繰り返しを行うとき，テスト E は真

でなくてはならない．そして，命令 Cが実行される．実行

後のアサーション F が真であれば繰り返しは続行される．

もし F が偽であった場合, 命令 Dが実行される．また，ア

サーション Eは偽でなくてはならない．

　可逆プログラミング言語である R-WHILE にはプログラ

ミング逆変換器 (I)が定義されている．それにより反転さ

れたプログラムを再帰的降下によって得ることができる．

以下のプログラムはプログラム reverse を逆変換器 (I)

によって得た逆プログラム I[[reverse]] である．
read Y;（リストを反転するプログラム）

from (=? X nil)

loop (Z.Y) <= Y;

X <= (Z.X)

until(=? Y nil);

write X

　このプログラムは元のプログラム reverse と同じ働き

をする．またプログラムは Xと Yの位置が入れ替わってい

ることを除き，同じである．

5 RTMから R-WHILEへの変換

図 3aにチューリング機械プログラムからの変換で得ら

れた R-WHILE プログラムを示す．なお記述には変換規則

を用いた．またプログラムにマクロを使用した．マクロ展

開することで，右辺の変数は実引数に置き換えられる．

　 main プログラム (図 3a) は入力としてチューリング機

械のテープ上に書かれている記号列 R を読み込む．その

後，計算を実行し，書き換えられた記号列 R’を出力すると

いうものである．mainプログラム本体の Qは TMの内部



read R;

Q ^= qs;

T <= (nil b R);

from (=? Q qs) loop

STEP(Q,T)

until (=? Q qf);

(nil b R’) <= T;

Q ^= qf;

write R’

(a) mainプログラム

macro STEP(Q,T) ≡
rewrite [Q,T] by

T [[t]]∗

(b) マクロ STEP

macro MOVEL(T) ≡
(L S R) <= T;

PUSH(S,R);

POP(S,L);

T <= (L S R)

(c) マクロ MOVEL

macro PUSH(S,STK) ≡
rewrite [S,STK] by

[b,nil] => [nil,nil]

[S,STK] => [nil,(S.STK)]

(d) マクロ PUSH

図 3: RTMを模倣する R-WHILEプログラム

T [[〈q1, 〈s1, s2〉, q2〉]] =
[q1,(L s1 R)] => [q2,(L s2 R)]

T [[〈q1,←, q2〉]] =
[q1,T] => {MOVEL(T); Q ^= q1; Q ^= q2}

T [[〈q1,→, q2〉]] =
[q1,T] => {MOVER(T); Q ^= q1; Q ^= q2}

T [[〈q1, ↓, q2〉]] = [q1, T] => [q2, T]

図 4: 遷移規則から R-WHILEの書き換え規則への変換

状態を表している．また，Tは TMのテープの状態を表し

ている．そのため，可逆的代入 Q ^= qs;によって，内部状

態を表す Qは初期状態になる．また可逆的置換 T <= (nil

b R);によって，ヘッドがテープにかかれている記号列の

一つ左を指している状態を表している．

そして，組 (Q,T) は TM の様相を表している．プログ

ラム内のループでは，TMの内部状態が初期状態から最終

状態に遷移するまでマクロ STEP が繰り返し実行される．

繰り返しを終了した後，命令によって Tと Qの値は nilと

なる．

　図 3bで定義されるマクロ STEP(Q,T)では，様相 (Q,T)

を書き換え規則により書き換える．T [[t]]∗ は遷移規則から
R-WHILEの書き換え規則への変換器 T (図 2)によって生成

された書き換え規則の列である．変換器 T によって
　それぞれの書き換え規則は図 4の変換器 T によって遷
移規則 t(∈ δ) から生成される．q は，状態 q に対応する

R-WHILEのアトムである．RTMの遷移規則列を変換した

場合，異なる書き換え規則は矢印=>の左側のパターンと右

側で返却される値がそれぞれ重なることはない．

　マクロ MOVEL(図 3c) はヘッドを一つ左に動かすため

のマクロである．チューリング機械のテープ (l, s, r) は

スタック L と R を用いて (L S R) として表す．マクロ

MOVELはマクロ PUSHと POPを実行し変化したテープの状

態を T に置き換える．ヘッドを一つ右に動かす為のマク

ロ MOVERはマクロ MOVELを逆変換することで得ることが

できる．　マクロ PUSH は，アトム S をスタック STK に

プッシュするためのマクロである．S が空白記号の場合，

S，STK ともに nil をかえす．マクロ POP はマクロ PUSH

を逆変換することで得ることができる．ただし，スタッ

ク STKが nilだった場合，マクロ POPは空白記号をポッ

プする．POP(S,STK)ではスタックが空の場合，空白記号

がポップされる．この操作によってスタックのボトムが

非空白記号である状態（無限のテープの中で有限の記号

列を表す）を保つことができる為，任意の回数行うことが

できる．プッシュの逆操作であるポップ POP(S,STK) は

I[[PUSH(S,STK)]]とする．

6 おわりに

本稿の 5 章において任意の RTM から R-WHILE プログ

ラムへの変換 T を R-WHILE の書き換え規則によって定

義した．従って言語 R-WHILE によって任意の RTM プロ

グラムを書けるということである．以上より R-WHILE の

計算モデルは可逆的にチューリング完全であると言うこ

とを示した．すなわち，今回は可逆プログラミング言語

R-WHILEによって万能可逆チューリング機械が作れること

を示すことができた．

今後は R-WHILE が RTM を模倣できていることを証明

し，RTMから R-WHILEの変換を示したい．
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