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二進表現と二分木の間の効率的でクリーンな可逆変換

大久保 雄飛　横山 哲郎　金山 知俊

可逆計算システムで用いる可逆アルゴリズムのひとつとして，二分木の列挙やランダム生成に有用な二分木のラン
ク・アンランク計算のクリーン可逆シミュレーションを提案する．二分木のランク計算やその逆計算を行う非可逆ア
ルゴリズムは 1970 年代から研究が行われてきており，これらの成果を用いてランク計算の関数とその逆関数のそれ
ぞれの可逆シミュレーションを組み合わせてクリーン可逆シミュレーションを行うことはできる．しかし，こうした
可逆シミュレーションでは，複数回のパスおよびに実行時間に比例した大きさのメモリが必要である．二分木のラン
ク・アンランク計算は 1977 年に Knott によって報告されたアルゴリズムによるものが最初であるとされているが，
そのクリーン可逆シミュレーションは 1 パスで漸近的な実行時間とメモリ使用量が元のアルゴリズムと同じものが
すでに知られている．われわれは 1985 年に Er によって報告された，二分木のランク・アンランク計算のアルゴリ
ズムに対して，1 パスで漸近的な実行時間とメモリ使用量が変わらないクリーン可逆シミュレーションを提案する．
本稿中の可逆プログラムは，可逆言語 Janus の処理系で動作を確認できる．

【要修正】We propose a clean reversible simulation of ranking and unranking binary trees as a reversible

algorithm for reversible computing systems, which is useful for enumerating and randomly generating binary

trees. Algorithms for ranking binary trees and their inverses have been studied since the 1970s, and the

results have been combined to realize a clean reversible simulation. However, such a reversible simulation

requires multiple paths for traversing the given data and/or intermediate data as well as additional storage

proportional to the length of the computation. The proposed reversible simulation involves only one path,

and its asymptotic running time and memory usage are equivalent to those of the original. All the reversible

programs presented in this paper can be run on an interpreter of the reversible programming language Janus.

1 はじめに

可逆計算システムでは，可逆演算を基本とするとそ

の上で使うアルゴリズムの設計が容易になる．可逆性

制約が考慮された可逆アルゴリズムの設計と解析に

は，その制約があるので通常のアルゴリズムの設計

および解析とは異なる手法が必要である．一般的に，

（非可逆）アルゴリズムを可逆計算システム上で可逆

シミュレーションするような互いに時間計算量・空間
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計算量などがトレードオフ関係にある一般解法が知

られている [3] [8] [25] [26]．しかし，こうして得られる

可逆シミュレーションでは，計算中に必要なメモリお

よび元のアルゴリズムでは出力されないゴミ出力の

量が実行時間に比例した大きさにまでなってしまう問

題がある．一方，問題固有の情報を考慮して可逆アル

ゴリズムを設計するとこうしたものを小さくできる．

任意の単射関数に対して，必ずゴミ出力無しの，すな

わちクリーンな可逆シミュレーションが作れることが

知られている．しかし，任意の非可逆プログラムを同

等の計算複雑度でゴミ出力が最適な可逆プログラム

にする体系的な方法は知られていない．したがって，

少なくとも現在のところ，クリーン可逆シミュレー

ションの効率化は，個別のアルゴリズムについて経験

や勘を頼りに手動で行わざるを得ない．

木構造は節点の間の「枝分かれ」によって情報を配
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置する構造であり，計算システムやアルゴリズムにお

いて最も重要な構造のひとつである．たとえば，代数

式の表現やアルゴリズムの解析に木構造を用いる手法

が知られている [19]．本稿では，二分木のランク・ア

ンランク計算のクリーンな可逆アルゴリズムを設計・

解析する．二分木のランク・アンランク計算は，一様

分布したランクに対応する二分木をランダムに生成す

ることに応用できたり二分木の列挙のアルゴリズムの

基礎になったりするアルゴリズムである [28] [18] [19]．

このように応用範囲が広いにもかかわらず，筆者の知

る範囲では，その可逆アルゴリズムの提案はこれまで

ほとんどなされてこなかった．

文献 [28]によると，二分木のランク・アンランク計

算は，Knottによるアルゴリズム [18]が最初である．

このアルゴリズムに対する，1パスで漸近的な実行時

間とメモリ使用量が同じであるようなクリーン可逆

シミュレーションが提案されている?[]．この手法が

他の二分木のランクに対するランク・アンランク計算

の可逆化に直接的に役立つかはよく分かっていない．

本稿では，Erによるランク計算とアンランク計算

の Pascalプログラムの両方の可逆シミュレーション

を考える．これらを融合することで効率的な可逆ア

ルゴリズムを得る．具体的には，文献?[]の導出法に

従って，非可逆アルゴリズムから埋め込みによって可

逆シミュレーションを得て，次に Bennett 法でそれ

らを組み合わせることでクリーン可逆シミュレーショ

ンを得る．さらに，漸近的な実行時間と使用メモリ量

が元のアルゴリズムと同じという意味で効率的な可

逆アルゴリズムを提案する．

本稿のすべての Janus プログラムの完全版は，

われわれのウェブサイト http://tetsuo.jp/ref/

XXXX2017/ のリンク先で閲覧することができる．ま

た，そのウェブサイトのリンク先に設置された Janus

のオンラインインタプリタで実行をして動作を確認

することができる．

2 関連研究

可逆計算の研究が始まった動機のひとつは，計算に

必要なエネルギー量や発熱量の特定と削減であった

[11] [21] [4]．非可逆計算における情報の消去には（正

の）発熱が伴うというランダウアの原理 [20] が観測

されている [5]．一方，可逆計算は情報の消去を原理

的に回避できることが 40年以上前から知られている

[3]．もちろん，現在の電子回路では論理演算以外に多

くのエネルギーを費やしているが，論理的状態を微

視的状態で実現できると可逆性は重要な特性になる．

可逆計算は，量子計算の特別な場合であり，量子計算

や量子回路のテキストでも解説される [16] [8]．

物理的な可逆性を論理レベルで扱うには，論理回

路 [27]，計算機アーキテクチャ [29]，プログラミング

言語（ [22] [15] [2] [13] [17] [33]など），およびアルゴリ

ズムのすべての階層を可逆に設計する必要がある．し

かし，可逆アルゴリズムの研究は次のような一部の例

外を除くとこれまで深くは行われてこなかった．

非可逆アルゴリズムで失われるデータや制御情報

をすべて憶えるようにしたアルゴリズムは可逆にな

る [3]．この変換を（非可逆計算の可逆計算への）埋

め込みと呼ぶ．埋め込みによる可逆シミュレーション

の実行には，時間計算量，空間計算量，消去情報量，

および実時間性などの観点でトレードオフをもつ手

法が提案されている（たとえば，文献 [13] [26]および

その参考文献を参照）．

埋め込みよりも効率的で特定のアルゴリズム族に

適用可能な可逆シミュレーションが存在する．任意の

入力 xに対する関数 f の返却値 y とその返却値 y を

入力としたその逆関数 f−1 の返却値として xが一意

に得られる場合，両者の可逆シミュレーションのゴミ

出力が必ず一致するならば，2パスの可逆シミュレー

ションを構成できる [32]．たとえば，この可逆シミュ

レーションを利用して，2パスの可逆な range coding

が実現された．また，任意の比較ソートには，ゴミ出

力量が最小で 2 パスの可逆シミュレーションが存在

する [1]．可逆論理回路の設計では，特定の関数族に

適用が可能な可逆シミュレーションが提案されている

（たとえば， [30]を参照）．たとえば，Mealy機械を

用いた手法で in-place に定数倍をする乗算器を生成

する方法がある [23]．

これらの一般解法よりも問題固有の情報を使うこ

とで効率的な可逆アルゴリズムを実現できる．挿入

整列法，バブルソート，選択整列法，併合整列法，ク
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イックソートといった比較ソートは複数の整列前の入

力列が同一の整列された出力列となるので非単射で

あるので，それらの可逆シミュレーションにはゴミ出

力が必要であるが，最悪ゴミ出力量が最小になる可逆

アルゴリズムが知られている [22] [9] [25] [1]．

可逆計算における元々の問題とは無関係に計算の

可逆性は計算機科学において便利な概念である．可

逆計算モデルには，多くの非可逆な計算モデルにそ

れぞれ対応するものが知られている（たとえば，文献

[35]とその参考文献を参照）．他にも，可逆性は，計

算複雑性理論，可逆デバッグ †1，プログラム逆変換
[15] [14] [24]，データベースのビュー更新問題や双方向

モデル変換 [12]で有用な性質である．

3 可逆プログラミング言語 Janus

本稿では，命令型可逆プログラミング言語 Janus

の拡張版 [31]でプログラムを書いてある（以下，単に

Janusと呼ぶことにする）．Janusは，C言語に似た

構文に加えて可逆性を保証するための構文要素をも

つ．本稿で用いる Janus は，非可逆なプログラムが

記述できない（単射関数しか表せない）という意味で

可逆であることが証明されている．

例を通して可逆プログラミングを一瞥する．n (≥ 0)

番目のカタラン数 Bn = 1
n+1

(
2n
n

)
は漸化式

Bn = 4Bn−1 −
6Bn−1

n+ 1
(n ≥ 1) (1)

によって効率的に計算できることが知られている（文

献 [18]および文献 [19]の 2.3.4.4節を参照）．以下の

可逆プロシージャは，正整数 nとゼロクリアされた配

列 Bを受け取り †2，カタラン数列 B0, B1, . . . , Bn−1

を B[0:n-1]に格納する:

1 procedure mk_catalan_tbl(int B[],int n)
2 B[0] ^= 1
3 local int i = 0
4 from i = 0 do
5 i += 1
6 loop
7 B[i] ^= 4*B[i-1] - 6*B[i -1]/(i+1)
8 until i = n
9 delocal int i = n

†1 たとえば，https://www.gnu.org/software/gdb/

news/reversible.html, http://caml.inria.fr/

pub/docs/manual-ocaml/debugger.html

†2 ゼロクリアとは，変数の値が 0であったり，配列の全
要素の値が 0 であることを意味する．

Janusの構文と意味論の概要を示す．変数の基本型

は，整数型，整数型の配列とスタックである．Pascal

で使われるような単純代入 x := 1 は使えず，2, 5, 7

行目のように C言語でも使われる複合代入演算子 +=,

-=，^= を使わねばならない．ただし，複合代入演算

子式 x ⊕= e の左オペランド x で指し示されるオブ

ジェクトが右オペランドの式 eに出現してはならず，

左オペランドが添え字演算子式の場合 (x[ei] ⊕= e)

はその添え字 ei にも出現してはならない．この制約

は x -= x のような非単射な計算を行う文を記述で

きないようにする．プッシュ push(x,g)は，スタッ

ク gの先頭へ変数 xの値を追加して xの値を 0にす

る．ただし，push(c,g)の cが定数である場合は，そ

の定数の値をスタック g の先頭へ追加する．ポップ

pop(x,g)は，スタック gの先頭から取り除いた値を

ゼロクリアされた変数 xに格納する．スタック g の

先頭要素の値は式 top(g)によって求められる．制御

文において制御の合流地点では実行時アサーション

を使うことで可逆性を保証する．可逆選択文 if e1

then s1 else s2 fi e2 は通常の選択文のように動

作するが，アサーション e2 の値が then節が実行さ

れた後には真，else節が実行された後には偽でなけ

ればならない．可逆繰り返し文 from e1 do s1 loop

s2 until e2 では，アサーション e1 が，実行前に真，

その後は繰り返すごとに偽と評価されなければならな

い．do節 s1 は e1 と e2 の評価の間に，loop節 s2 は

e2 と e1 の評価の間に実行される．then節，else節，

do節，および loop節は，空文のみをもつ場合は省略

される．local節は，指定した局所変数を指定した式

の値で初期化する．local節と対になる delocal節

では，局所変数の値と指定した式の値が等しいことが

要求され，局所変数がスコープから除かれる．call

文は，プロシージャを呼び出す．引数は参照渡しされ

る．uncall文は，プロシージャの逆呼び出しを行う．

すなわち，call文とは逆順にプロシージャ本体のそ

れぞれの文を逆実行する．プロシージャの逆呼び出し

に必要な時間計算量および空間計算量は元のプロシー

ジャと同じである．プロシージャの呼び出し・逆呼び

出しの引数渡しには参照渡しが使われる．また，任意

の Janusのプロシージャは再帰下降的にプログラム
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逆変換によって自身と同じ時間計算量および空間計算

量の逆プログラムに変換することが可能である [34]．

プロシージャmk_catalan_tbl は本体の中のルー

プが n 回繰り返されるので実行時間が O(n) で

ある．B0, . . . , Bn−1 が B[0:n − 1] に格納され

ている場合，プロシージャ逆呼び出し uncall

mk_catalan_tbl(B,n) によって B[0:n − 1] はゼロ

クリアされる．

任意の関数 f : X → Y に対して，ある G が存在

して任意の x ∈ X に対して fst(f ′(x )) = f (x )となる

単射関数 f ′ : X → Y × Gが存在する．ただし，fst

は fst(x, y) = xとなる射影関数である．必ずしも単

射にならない関数 f から上記の条件を満たす単射関

数 f ′ を作ることを単射化と呼ぶ．Gの要素は，元の

関数 f の出力には出現しないことからゴミ出力と呼

ぶ．特に，G がスタックである場合，G に属するス

タックをゴミスタックという．

可逆言語 Rのプログラム qが非可逆言語 IRのプロ

グラム pの可逆シミュレーションであるとは，任意の

xに対して fst([[q]]R(x)) = [[p]]IR(x)であること，すな

わち [[q]]R が [[p]]IR から単射化された関数であること

をいう．可逆言語 R の可逆シミュレーション q がク

リーンであるとは，qの出力が元の出力のみでゴミが

含まれないことをいう．

任意の非可逆プログラムに対して，制御情報や消

去されるデータを計算履歴としてゴミスタックに貯

めることによる埋め込みをして，その可逆シミュレー

ションを得ることができる．以下は，埋め込みをし

てその後に一部効率化されたプロシージャで，call

catalanE(b,g) で呼び出されると，ゴミスタック g

に不要なデータを貯めながら b 番目のカタラン数を

求めてその値を変数 bに格納する:

1 procedure catalanE(int b,stack g)
2 if b=0 then
3 b ^= 1 // B0

4 push(0,g)
5 else
6 local int n = b
7 b -= 1
8 call catalanE(b,g)
9 local int b1 = b

10 push(b,g)
11 b ^= 4*b1 - 6*b1/(n+1) // 式 1 より
12 push(b1,g)

13 delocal int b1 = 0
14 push(n,g)
15 delocal int n = 0
16 push(1,g)
17 fi top(g)=0

17行目の選択文のアサーション top(g)=0は，then

節と else 節のそれぞれ最後のプッシュ文でゴミス

タック gに追加された互いに異なる制御情報によって

必ず成立する．また，式 1 の漸化式にそのまま対応

するような単純代入式の文 b := 4*b - 6*b/(n+1)

は Janusでは記述できないので，9–13行において局

所変数 b1の導入とプッシュ文によって不要なデータ

をゴミスタック gに移すことで bに格納されたカタ

ラン数を更新している．さらに，何番目のカタラン数

を計算しているかを記憶した局所変数 nは 15行目で

解放される直前でその不要になった値がゴミスタック

gに移されている．このように制御情報と不要データ

を共にゴミスタックに移動させることで，常に埋め

込みによる可逆シミュレーションは実現できる．問題

は，入力される値 bに対して実行時間 O(b)が必要で

あるが，メモリもこれに比例した量だけ使用しなけ

ればならないことである．なお，本稿では埋め込み

（Embedding）によって作成されたプロシージャを区

別しやすくするためにその接尾辞に Eを用いている．

本稿では以下の記法を用いる．コードは typewriter

fontで，数式・意味領域の値・メタ変数は italic font

で記す．同じ識別子でも異なるフォントの場合は意

味が異なる．たとえば，変数 i の値を i と記す．長

さ n の配列名 p の配列を p[0:n − 1] と記す．配列

p[0:n− 1]が与えられた場合，p[i : j]は，i ≤ j < n

の場合は配列 p[0:n− 1]の i番目から j 番目の要素

の値の列とし，i > j の場合は空列とする．すべての

要素が sである部分配列の値を (s, . . . , s)と記す．

以降では，表記を簡潔にするために，カタラン数

列 B0, . . . , Bn−1 を格納した配列 B[0:n− 1]の要素

はどこでも読み込めるものとする．

4 二分木とランク計算

本章では，まず本稿で扱う（ラベル無し）二分木の

定義を与える．また，二分木を自然順序で列挙したと

きの列の添え字に対応するランクの計算方法と，その
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逆に，ランクに対応する二分木の計算方法を紹介す

る．さらに，以降の章で用いる二分木の表現である木

置換について説明する．これらは基本的に文献 [18]に

掲載されたものであり †3，次章で議論する効率的な
可逆シミュレーションのために詳解したものである．

4. 1 二分木の定義と二分木の順序と節点数

（ラベル無し）二分木とは次の 1, 2によって再帰

的に定義される節点の有限集合 T である．1) T は空

集合である．もしくは，2) 根としての節点および共

通部分を含まない 2つの集合 Tl, Tr の順に一意に分

割され，Tl, Tr は二分木である．Tl, Tr をそれぞれ二

分木 T の左部分木，右部分木と呼び，l(T ), r(T )と表

す．二分木 T の節点数を |T |と表す．特に，|T | = 0

の二分木 T を空木と呼ぶ．

二分木の上に同値関係や順序を定義する．二分木

T1, T2 が一致するとき T1 ≡ T2 と表す．二分木の二

項関係 T1 ⋖ T2 は以下のように再帰的に定義される:

1. |T1| = 0かつ |T2| > 0,

2. |T1| > 0, |T2| > 0 かつ l(T1)⋖ l(T2), もしくは

3. |T1| > 0, |T2| > 0, l(T1) ≡ l(T2), かつ

r(T1)⋖ r(T2).

⋖ は木の上の辞書順（もしくは局所順序）と呼ばれ

る．本稿では，木の順序関係を表すのに辞書順を用

いる．

節点数 nの二分木の集合を T (n)と表す:

T (n) = {T | |T | = n} (2)

T (n)の元の数，すなわち節点数 nの二分木の数は n

番目のカタラン数 Bn になる．

節点数 nの二分木 T (∈ T (n))は，根以外の全ノー

ドが次数 3となるように空木を追加することで，完全

二分木 T̂ になる．任意の nと T (∈ T (n))に対して T̂

は 2nビットのビットパターンAn = ⟨a1, a2, . . . , a2n⟩
で一意に表現できる．前順走査で節を 1, 葉を 0とそ

れぞれ表現するのである．ただし，最後に走査するの

は必ず葉であり，その分の 0は表現に加えないことに

する．二分木からビットパターンへの

†3 文献 [18] では木置換の要素とランクは共に 1 から始
まるが，本稿では簡単な記述を目的に 0 から始める．

4. 2 二分木のランク

二分木 T のランク rank ′(T )とは，節点数が |T |で
あり T よりも自然順序で小さい二分木の数である †4:

rank ′(T ) = #{S | S ≺ T, S ∈ T (|T |)} (3)

すなわち，ある一定の大きさのすべての二分木を自然

順序で並べた列を考えた場合，それぞれの二分木に

対してその列の先頭要素を 0 番目とする添え字がそ

れぞれの二分木のランクである．二分木 T に対する

rank ′(T )は，節点数 |T |の二分木において T に対応

する B|T | − 1以下の一意の 0以上の整数である．た

とえば，図 1には節数 4 の二分木が自然順序順，す

なわちランクの昇順に網羅的に列挙されている．ラン

ク 3とランク 4の二分木は，条件 3, 2, 2, 1の順に使

用することで自然順序順であることを確認できる．

rank ′(T )は再帰関数
rank ′(T ) = if |T | = 0 then 0 else( ∑

0≤j<|l(T )|

Gj,|T |

+ rank ′(l(T ))×B|r(T )|

+ rank ′(r(T ))
)

(4)

によって計算できる．then節の項が 0であることは，

空木より小さい木がないことに対応する．else節の

3つの項は，それぞれ

(a) |l(T ′)| < |l(T )|
(b) |l(T ′)| = |l(T )| かつ l(T ′) ≺ l(T )

(c) l(T ′) ≡ l(T ) かつ r(T ′) ≺ r(T )

という条件の二分木 T ′の数に対応する．条件 (a)を満

たす二分木の左部分木の節点数は j = 0, 1, . . . , l(T )−1

の範囲になる．第 1項は，そうした二分木の数Gj,|T |

の和である．第 2 項は，l(T ′) ≺ l(T ) を満たす左部

分木 l(T ′) の数 rank ′(l(T )) とそうした各左部分木

に対応する右部分木の数 B|r(T )| の積である．第 3

項は，r(T ′) ≺ r(T ) を満たす右部分木 r(T ′) の数

rank ′(r(T ))である．条件 (a), (b), (c)は互いに排反

であり，これらの条件を満たす二分木の数の和は，T

と同じ節点数で，T より自然順序で小さい二分木の

数である rank ′(T )に一致する．

たとえば，図 2の二分木 T のランクは，左部分木

のランクが 0であり，図 1より右部分木のランクが 7

†4 #X は集合 X の要素数を表す．
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木置換 0123 0132 0213 0312 0321 1023 1032

ランク 0 1 2 3 4 5 6

木置換 2013 2103 3012 3021 3102 3201 3210

ランク 7 8 9 10 11 12 13

図 1 自然順序順に並べられた節数 4 の二分木

図 2 ランク 49 の二分木（木置換 104235 に対応する）

であることから，49 (= G0,6 + 0 × B4 + 7)である．

（節に付属するラベルは 4. 4節で用いる．）

特に，二分木 T が同じ二分木を子どもにもったと

しても，l(T )が空集合である場合と r(T )が空集合で

ある場合，すなわち左部分木のみをもつ場合と右部分

木のみをもつ場合ではそれぞれ別の二分木であり，そ

れらのランクが互いに異なることに注意して欲しい．

異なる節点数の二分木が同じランクをもつこと

はあるが，節点数が与えられた場合はそのような

ことはなく，任意の n について rank ′ : T (n) →
{0, 1, . . . , Bn − 1}は単射である．したがって，与え
られた二分木の節点数とランクを組で返すようにし

た関数

rank(T ) = (|T |, rank ′(T )) (5)

は単射である．次章では rank の可逆シミュレーショ

ンを考える．

4. 3 ランクから二分木の計算

rank は単射なのでその逆関数が存在する．rank(T )

の逆関数 unrank(n, r)は，節点数 n = |T |と T のラ

ンク r が与えられたら式 4 の rank ′(T ) の再帰的定

義を用いて以下のように T を構成する方法で計算で

きる．

もし n = 0 かつ r = 0 であるならば，これらは

then節で計算されたものであり，T として空木を構

成して終了する．

else節で計算されたものについて考える．任意の

n (≥ 1)に対して 0 ≤ j ≤ n−1ならGjn > 0であり，

0 ≤ rank ′(l(T )) および 0 ≤ rank ′(r(T )) < B|r(T )|

であることから，第 2 項と第 3 項の和を B|r(T )| で

割ると商が rank ′(l(T )), 剰余が rank ′(r(T )) と一

意に決まる．また，第 2 項と第 3 項の和の最大値

(B|l(T )| − 1)×B|r(T )| +(B|r(T )| − 1)はG|l(T )|,|T | =

B|l(T )| ×B|r(T )| より 1小さい．したがって，第 1項

から第 3項までの和からGj,|T |を j = 0, 1, . . .の順で

繰り返し減算を行っていって初めてGj,|T | 未満になっ

た場合の jが |l(T )|である．|r(T )| = |T |− |l(T )|−1

より |r(T )|が求まる．|l(T )|と |r(T )|の情報を用い
てそれぞれ rank ′(l(T ))と rank ′(r(T ))について以上

を再帰的に計算することで得られる l(T ) と r(T ) か

ら T を構成できる．

rank ′(T )の then節と else節の値は排反ではない

ことに注意して欲しい．ランクが 0 でも節点数が 1

以上の場合（r = 0かつ n ≥ 1の場合）は else節に

よって二分木を構成しなければならない．

4. 4 木置換による二分木の表現

本稿では（ラベル無し）二分木を木置換で表現す

る．木置換 p[0 : n− 1]は，集合 {0, 1, . . . , n− 1}の
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置換であり，以下のように構成される：

(i) 0 個の節からなる空木を表す空集合（n = 0）

の要素からなる空の順序組である．

(ii) もしくは，3つの列が連接された splpg である．

ここで，sは自然数であり，pl は s未満の要素か

らなる木置換であり，pg は sより大きい要素か

らなり各要素から sを減じると木置換である．

2番目の構成方法において，sが根に，pl が左部分木

に，pg の各要素から sを減じたものが右部分木にそ

れぞれ対応する．

たとえば，図 2に示されたランク 49の二分木に対

応する木置換は 104235である．この木置換において，

1が根に 0が左部分木に 4235の各要素から 1を減じ

た 3124が右部分木に対応する．

本稿では，二分木とその木置換による表現を同一視

する．次章以降のプログラムでは，節点数 nの（ラベ

ル無し）二分木を配列 p[0:n− 1]に格納された木置

換で表す．特に，空木を表す空の順序組は 1 ≤ a ≤ n

を満たす aを用いて空列 p[a : a− 1]で表す．

文献 [18]のランクおよびアンランクを計算する Al-

golプログラムは入出力される変数を読み替えると次

の条件を満たすプロシージャ rankAおよび unrankA

と見なせる．節点数 nの二分木 T に対応する木置換

が p[0 : n− 1]の場合を考える．この場合，

[[rankA]]Algol : (p[0 : n− 1], n) 7→ (n, r) (6)

となり，r = rank ′(T )である．また，節点数 nのラ

ンク r に対して

[[unrankA]]Algol : (n, r) 7→ (p[0 : n− 1], n) (7)

となり，二分木 T = unrank(n, r)に対応する木置換

が p[0 : n − 1] である．次章では rankA と unrankA

の可逆シミュレーションを考える．

5 二分木の可逆なランク計算

二分木のランク計算とその逆計算の方法を前章で

みた．本章では，まず，Bennett法 [3]にしたがって，

それら 2 つの計算の埋め込みによる可逆シミュレー

ションと，それらの可逆シミュレーションの組み合わ

せによる複数パスのクリーン可逆シミュレーションを

実現する．次に，われわれは 1 パスで使用メモリが

少ない可逆シミュレーションを提案する．

1 //木置換p[a:a+n-1] -(s,... ,s)の ラ ン ク を rに
2 procedure rE(int p[],int n,int a,int s,

int r,stack g)
3 local int j = 0
4 // (a) 符 号 化 し た |l(T )|を rに格納
5 from j = 0 loop
6 r += B[j]*B[n-j-1] // Gjnを rに追加
7 j += 1
8 until j = p[a]-s // |l(T )|
9

10 // (b) rank ′(l(T ))の情報を rに追加
11 if j >= 1 then // |l(T )| ≥ 1の場合
12 local int r1 = 0
13 call rE(p,j,a+1,s,r1,g)
14 r += r1 * B[n-j-1]
15 push(r1 ,g)
16 delocal int r1 = 0
17 fi j >= 1
18

19 // (c) rank ′(r(T ))を rに追加
20 if n-j-1 >= 1 then // |r(T )| ≥ 1の場合
21 call rE(p,n-j-1,a+j+1,s+j+1,r,g)
22 fi n-j-1 >= 1
23 delocal int j = p[a]-s
24

25 // 木 置 換 p[0:n -1]の ラ ン ク を rに
26 procedure rankE(int p[],int n,int r,

stack g)
27 call rE(p,n,0,0,r,g)
28 call clear_array(p,n,g) //配列 pをクリア

図 3 ゴミスタックを使った木置換のランク計算

5. 1 埋め込みによるランク計算

図 3の 26–28行目に示された rankEは，rankAの

計算履歴を記憶することで Janusの可逆プロシージャ

で実現したものである．この可逆プロシージャでの

計算履歴は，具体的には，使わなくなった局所変数と

入力された木置換の配列に格納されたデータである．

プロシージャ呼び出し rankE(p,n,r,g) における引

数は，それぞれ木置換を格納した配列 p, 木置換の長

さ n, ランクの計算結果を格納するための変数 r, 計算

途中のゴミ情報を格納するためのゴミスタック g で

ある．

図 3 の 2–23 行目に示された補助プロシージャ

rE(p,n,a,s,r,g)は部分配列の値 p[a : a+n− 1]の

各要素からオフセット sを引いた木置換のランクを計

算する．プロシージャ rEの呼び出しによってランク

が変数 rに格納されたのちに，元の出力では必要のな

いデータである配列 p[0:n−1]のすべての要素を 28

行目のプロシージャ呼び出し clear_array(p,n,g)
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によってゴミスタック gに移す．

ランクの計算は，補助プロシージャ rEで行われる．

プロシージャ rE は局所変数 j へのメモリの割り当

て，上述の条件 (a), (b), および (c)に対応する 3つ

のコード片，ならびに局所変数 j のメモリの解放か

らなる．ここで，木置換 p[a : a+ n− 1]− (s, . . . , s)

に対応する二分木を T とする．局所変数 r1 はラン

クを計算するための一時的な値を，局所変数 j は T

の左部分木の節点数 |l(T )| をそれぞれ記憶するのに
用いられる．ここで，8行目の式 p[a]-sの値は，木

置換 p[a : a+ n− 1]− (s, . . . , s)の先頭要素であり，

T の左部分木の節点数を値としてもつ．

図 3のプログラムは，単純な埋め込みを行っただけ

ではなく，制御の流れを変えることなく行える効率化

を行ってある．たとえば，6行目では，元のプログラ

ムにおいて代入によって行われていた値の上書きを

複合代入演算子 += を用いて実現している．また，ラ

ンクを一時的に記憶するための局所変数は 1 箇所の

みに使用した．さらに，選択文や繰り返し文のアサー

ションは，それぞれの場所で使用できる変数や配列を

用いて勘と経験を頼りにして構成することができた．

次節のプログラムでもこうした効率化を断り無く行っ

ている．

これらの可逆プロシージャは，元の Algolプロシー

ジャと比較すると，制御の流れが同じであるために，

漸近的な実行時間は任意の入力に対して一致する．し

かし，15行目では，以降では使われないデータがゴ

ミスタック gにプッシュされている．このために実行

時間に比例したメモリ使用量が追加で必要になってし

まっている．

実行時間を悪化させることでメモリ使用量を削減

する効率化は可能ではある．15 行目の push(r1,g)

をその 2 行前のプロシージャ呼び出しに対応するプ

ロシージャ逆呼び出しに置き換えても元の出力を計

算する可逆シミュレーションが実現できる．この実

現は，call-copy-uncallの組み合わせからなる局所的

Bennett 法 [34] を利用しているといえる．プロシー

ジャ呼び出しによって計算された r1とゴミスタック

へ追加されたデータが，同一のプロシージャの逆呼び

出しによって可逆的に消去されるからである．しか

し，再帰的にプロシージャが呼び出されるたびに，同

一プロシージャが呼び出しと逆呼び出しの 2 回使わ

れることで，指数的にプロシージャの呼び出しと逆呼

び出しの回数が増えてしまい，実行時間が悪化する．

上記のメモリ使用量の効率化を行ったとしても，

rank の可逆シミュレーション rankEをクリーンにす

るには，さらに，28行目で行っている配列 pのゼロ

クリアをゴミスタック g を使わずに行わなくてはな

らない．プロシージャrankEの中でのこうした効率化

は，少なくとも配列 p を再度走査することが必要に

なるので，clear_arrayの呼び出しを置き換えるだ

けでは効率的に実現できない．

rankE が Algol プロシージャ rankA の可逆シミュ

レーションになっていることは次のことから確かめ

られる．節点数 n の二分木 T に対応する木置換が

p[0 : n− 1]の場合を考える．この場合，

[[rankE]]Janus : (p[0 : n− 1], n) 7→ ((n, r), g) (8)

となり，r = rank ′(T )である．ただし，ここで常に 0

や nil をとる r と g の入力値および p[0 : n− 1]の各

要素の出力値は省略し，元の出力値である (n, r)は組

の中の組で表した．ここで，任意の nと p[0 : n− 1]

に対して

fst([[rankE]]Janus(p[0 : n− 1], n)) =

[[rankA]]Algol(p[0 : n− 1], n) (9)

であるので，可逆 Janusプログラム rankEは Algol

プログラム rankの可逆シミュレーションである．

5. 2 埋め込みによるアンランク計算

図 4 の 42–44 行目に示されているのは，ランク r

と二分木の節点数 nから木置換 p[0 : n− 1]を計算す

るプロシージャ unrankE(p,n,r,g)である．すなわ

ち，このプロシージャはゴミスタック g を使ってラ

ンク r で節点数 nの木置換をゼロクリアされた配列

p[0:n− 1]に格納する．同図の 11–39行目に示され

ているのは，長さ nの木置換の各要素にオフセット s

を足したものを部分配列 p[a : a+ n− 1] にするプロ

シージャ riEである．

13 行目で呼び出されるプロシージャ clT はラン

ク r から左部分木の大きさを計算して j に格納す

る．r が T のランクで呼び出された場合，r から
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1 // 符 号 化 さ れ た rから |l(T )|を jに抽出
2 procedure clT(int j,int n,int r)
3 // {j= 0,n= |T |,r= rank ′(T )}
4 from j = 0 loop
5 r -= B[j]*B[n-j-1] // rからGjnを減算
6 j += 1
7 until r < B[j]*B[n-j-1]
8 // {j= |l(T )|,n= |T |,r

= rank ′(l(T ))×B|r(T )| + rank ′(r(T ))}
9

10 //p[a:a+n -1]にunrank(r, n)+(s,. . .,s)を 格 納
11 procedure riE(int p[],int n,int a,int s,

int r,stack g)
12 local int j=0
13 call clT(j,n,r) // (a) |l(T )|をjに
14

15 p[a] ^= j+s // 根 の 設 定
16

17 if j>1 then // (b) l(T )の構築
18 local int r1=r/B[n-j-1] //rank ′(l(T ))
19 call riE(p,j,a+1,s,r1 ,g)
20 push(r1 ,g)
21 delocal int r1=0
22 else
23 if j=1 then // |l(T )| = 1の場合
24 p[a+1] ^= s
25 fi j=1
26 fi j>1
27

28 if n-j-1 > 1 then // (c) r(T )の構築
29 local int r2=r%B[n-j-1] //rank ′(r(T ))
30 call riE(p,n-j-1,a+j+1,s+j+1,r2,g)
31 push(r2 ,g)
32 delocal int r2=0
33 else
34 if n-j-1 = 1 then // |r(T )| = 1の場合
35 p[a+j+1] ^= j+1+s
36 fi n-j-1 = 1
37 fi n-j-1 > 1
38 push(j,g)
39 delocal int j=0
40

41 // ラ ン ク rで節点数 nの木置換を計算
42 procedure unrankE(int p[],int n,int r,

stack g)
43 call riE(p,n,0,0,r,g)
44 push(r,g)

図 4 ゴミスタックを使ったランクから木置換の計算

Gj,|T | (j = 0, 1, . . . , |l(T )| − 1)が繰り返し引かれて，

jの値が |l(T )|になり，rは条件 (b)もしくは条件 (c)

を満たす部分木の数になる．

プロシージャ riE で使われている局所変数 j は，

39行目で解放する直前に値をゴミスタック gに移動

させる必要がある．したがって，プロシージャ riEの

呼び出し回数に比例した大きさのメモリがゴミスタッ

クのために必要である．プロシージャ riEの実行後

に r に格納されている値は初期のランクの値でも 0

でもない値が格納されている．この値が 44行目にお

いてゴミスタック gに移されることで，変数 r はク

リアされる．

この埋め込みによる可逆アンランク計算をゴミス

タックを使用しないクリーンなものにするには，局所

的にコードを置き換えるだけでは不十分である．たと

えば，unrankEの本体で pushの直前で rに格納され

ている値は，計算の途中で出現した値であり，木置換

pの中身を詳しく見なくては可逆的に消去することが

できない．

前節で rankEが Algolプロシージャ rankAの可逆

シミュレーションになっていることを確認したのと同

じように，unrankE が Algol プロシージャ unrankA

の可逆シミュレーションになっていることは次のこと

から確かめられる．節点数 nの二分木のランク r に

対して

[[unrankE]]Janus : (n, r) 7→ ((p[0 : n− 1], n), g) (10)

となり，T = unrank(n, r) に対応する木置換が

p[0 : n − 1] である．ただし，ここで常に 0 や nil

をとる p[0 : n − 1] の各要素と g の入力値および r

の出力値は省略し，元の出力値は組の中の組である

(p[0 : n− 1], n)で表した．ここで，任意の nと r に

対して

fst([[unrankE]]Janus(n, r)) = [[unrankA]]Algol(n, r)

(11)

であるので，可逆 Janusプログラム unrankEはAlgol

プログラム unrankAの可逆シミュレーションである．

5. 3 Bennett法による可逆シミュレーション

単射関数とその逆関数の可逆シミュレーションを

組み合わせてクリーン可逆シミュレーションを実

現する Bennett 法が知られている [3]．したがって，

Bennett 法を用いると，単射関数 rank とその逆関

数 unrank を実現する可逆シミュレーションである

rankEと unrankEを組み合わせて，クリーン可逆シ

ミュレーションが実現可能である．具体的には，木置

換 p[0 : n− 1]から，そのランクが rに格納され，配

列 p[0:n− 1]がゼロクリアされるという手順で構成

される:
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1 local stack g = nil
2 call rankE(p,n,r,g)
3 local int t = r
4 uncall rankE(p,n,t,g) // t,g をクリア
5 delocal int t = 0
6 local int q[n] = {0} // 全要素を 0 に
7 call unrankE(q,n,r,g)
8 uncall copy(p,q,n) // q をクリア
9 delocal int q[n] = {0}

10 uncall unrankE(p,n,r,g) // p,g をクリア
11 delocal stack g = nil

2行目のプロシージャrankEの呼び出しでゴミ情報が

gに蓄えられつつ木置換 p[0 : n− 1]に対応するラン

クが r に格納される．3 行目で t にコピーされたラ

ンクとゴミスタック gに蓄えられたゴミ情報は 4行

目のプロシージャ rankEの逆呼び出しでゼロクリア

される．7行目のプロシージャ unrankEの呼び出し

でゴミ情報を gに蓄えながら rに格納されたランク

に対応する木置換が q に計算される．8 行目で配列

p[0:n−1]をゼロクリアされた配列 q[0:n−1]にコ

ピーするプロシージャ copy(p,q,n)が逆呼び出しさ

れて qがゼロクリアされて，10行目のプロシージャ

unrankEの逆呼び出しによって pがゼロクリアされ g

の値が nil にされる．このように，局所的に使われる

変数 t，スタック g, および配列 q, ならびに入力デー

タである配列 p[0:n− 1]は解放時や実行後にはすべ

てゼロクリアされる．

Bennett法では，関数の可逆シミュレーションとそ

の逆計算および逆関数の可逆シミュレーションとその

逆計算がそれぞれ必要であり，出力データのコピーが

必要である．また，ゴミデータや中間データを格納す

るメモリが必要である．これらの点で Bennett法は

時間的にも空間的にも効率が悪い．

5. 4 ランク計算のクリーン可逆シミュレーション

図 3 と図 4 のプログラムは，着目する部分木の節

点数が 1 のとき以外は，類似した部分がある．条件

(a), (b), (c)に対応するコード片同士で，繰り返しや

プロシージャの再帰呼び出しが出現しているところ

が類似している．また，rankEで入力される木置換と

出力されるランクが unrankEで入力されるランクと

出力される木置換と一致する場合，補助プロシージャ

rEと riEの呼び出し木が一致する．このように類似

rank(T )

↕ (a)

|l(T )|, r, |T |
↕ rank ′(l(T )) = r/B|T |−|l(T )|

|l(T )|, l(T ), r, |T |
↕ (b)

l(T ), rank ′(l(T )), rank ′(r(T )), |T |
↕ (c)

l(T ), l(T ), r(T ), |T |
↕ 木置換の先頭要素が |l(T )|

T の木置換, |T |

図 5 二分木 T のランクから T の木置換の可逆的な求め方

部分を共通化することで効率的な可逆シミュレーショ

ンを得るという着想が得られる．

空木でない二分木 T の場合，(a), (b), (c) に関す

る計算をして図 5 のようにデータを可逆に変化させ

ていくことができる． ただし，r = rank ′(l(T )) ×
B|r(T )| + rank ′(r(T ))とする．この着想を基に作成し

たのが図 6 にあるプログラムである．プロシージャ

unrankは，ランクと二分木の節点数から木置換を計

算する可逆シミュレーションである．この可逆シミュ

レーションでは最終的に出力されるゴミ情報はない．

本節の以下では，T は与えられた木置換 p[0 : n− 1]

に対応する二分木とする．

実質的な計算は，ゼロクリアされた配列 p[a:a+n-1]

にランク rの木置換の各要素にオフセット sを加算

したものを格納するプロシージャri(p,n,a,s,r)に

よって以下のように行われる．

n が 0 の場合，すなわち |T | = 0 の場合は，空列

p[a : a − 1]が求めたい木置換であり，何もせず計算

を終える．

nが 1以上の場合，すなわち |T | ≥ 1の場合は，次の

ように再帰的に木置換を構築する．図 4で定義された

プロシージャclT(j,n,r)の呼び出しにより，符号化

された rから |l(T )|を抽出して jに格納し，条件 (a)

を満たす二分木の数を rから減ずる．r1の領域を確保

して rank ′(l(T ))に初期化し，条件 (b)を満たす二分

木の数を rから減じてその値を rank ′(r(T ))にする．
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1 // 木置換にオフセット s を加えたものを p[a:a+n-1] に
2 procedure ri(int p[],int n,int a,int s,

int r)
3 if n>=1 then // |T | ≥ 1 の場合
4 local int j = 0
5 call clT(j,n,r) //(a)
6 local int r1 = r/B[n-j-1] //(b)
7 r -= r1*B[n-j-1] //{r = rank ′(r(T ))}
8 call ri(p,j,a+1,s,r1)
9 delocal int r1 = 0

10 call ri(p,n-j-1,a+j+1,s+j+1,r) //(c)
11 p[a] ^= j+s // 根を設定
12 delocal int j = p[a]-s // j は |l(T )|
13 fi n>=1
14

15 // 節点数 n のランク r の木置換を p[0:n-1] に
16 procedure unrank(int p[],int n,int r)
17 call ri(p,n,0,0,r)

図 6 アンランク計算のクリーン可逆シミュレーション

このとき rの保持していた値 rank ′(r(T ))は条件 (c)

を満たす二分木の数である．プロシージャriの再帰呼

び出しにより，左部分木 l(T )に対応する木置換の各

要素にオフセット sを加算した配列 p[a+1:a+n-j-2]

を構築し，r1をゼロクリアする．同様に，10行目に

おけるプロシージャ riの再帰呼び出しにより，右部

分木 r(T )に対応する木置換 p[a+ j + 1 : a+ n− 1]

を構築し，r をクリアする．木置換の根に対応する

要素 p[a]には，左部分木の節点数 |l(T )|にオフセッ
ト sを加算したものが格納されている．したがって，

j = p[a]− sであるので，この情報を用いて jの割り

当てを解放する．

プロシージャ unrank は，前節の Bennett 法の可

逆シミュレーションと比べて効率が良い．なぜなら，

配列 p の走査は 1 回だけであり，中間データを記憶

する tや qといった局所変数やゴミデータを記憶す

るスタックが不要であるからである．

ランク計算は，逆変換されたプロシージャunrank

の呼び出し，もしくはプロシージャunrankの逆呼び

出しで実現できる．

副次的な成果であるが，unrankは文献 [18]のアン

ランク計算をするプロシージャより使用している局所

変数の数が少なく行数も少ないという点で効率的で

簡潔なものになった．

5. 5 提案する可逆シミュレーションの計算複雑度

本稿のアルゴリズムの基になっている Knottによ

る非可逆なランク計算およびその逆計算 [18]は，木置

換の長さを nとして計算時間が O(n2)であることが

知られている [10]．したがって，これらの埋め込みに

よって作成された図 3の rankEと図 4の unrankEの

計算時間も O(n2)である．

以下の考察から図 6の unrankの計算時間もO(n2)

である．riの第 2引数の値 nは構築する木置換の長

さを表している．riは長さが j と n − j − 1の木置

換をそれぞれ 8行目と 10行目で構築している．また，

5行目のプロシージャclTの本体では，12行目で解放

されるときに指定される値である |l(T )| の回数だけ
繰り返しが行われる．ここで 0 ≤ |l(T )| ≤ n− 1であ

る．したがって，riの最悪実行時間W (n)に関して

W (n) = max
0≤j≤n−1

(W (j)+W (n−j−1)+Θ(j)) (12)

という漸化式が得られる．よって

W (n) ≤ max
0≤j≤n−1

(W (j)+W (n−j−1))+Θ(n) (13)

であるが，これは入力される配列の大きさが nのク

イックソートの計算時間に関する不等式に一致する

（文献 [7]の 7.4.1節）．したがって，可逆な二分木の

ランク計算 rankは最悪実行時間がO(n2)となる．一

方，式 12のmaxにおいて常に jが最大値を取る場合，

すなわちすべての節が左の子のみをもつ場合を考え

ると実行時間は Θ(n2)である．したがって，unrank

の最悪実行時間はW (n) = Θ(n2)である．

クリーンな可逆プロシージャ unrankは，以下の意

味で unrankAに対して最適な可逆シミュレーション

である．可逆シミュレーションが，ゴミ出力が有界

で，かつ任意の入力に対して元の非可逆プログラム

よりも計算複雑度が同じかそれ以下で追加のメモリ

の大きさが入力 x の大きさ |x| に対して g(|x|) 以下
である場合は，gによって押さえられるゴミを用いた

faithfulな可逆シミュレーションと呼ばれる [1]．また，

g によって抑えられるゴミを用いた faithfulな可逆シ

ミュレーションよりもゴミ出力の大きさが漸近的に

小さいものが存在しないとき，その可逆シミュレー

ションを hygienic と呼ぶ [1]．プロシージャ unrank

は，ゴミ出力が無く，任意の入力に対してランク計算

unrankA と計算複雑度が同じで，追加のメモリが必
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要ないので，定数関数で抑えられる hygienicな可逆

シミュレーションである．

6 まとめ

Knottのランク・アンランクのプログラム [18]につ

いて一般的な Bennett 法による可逆シミュレーショ

ンよりも時間的にも空間的にも効率的なクリーン可逆

シミュレーションを提案した．特に空間計算量はオー

ダーでも効率的になり，可逆シミュレーションは時間

的にも空間的にも元の非可逆なアルゴリズムと漸近

的には同じ効率になった．これは，ランク・アンラン

ク計算をよく解析してそれらの冗長部分を融合でき

たことによる．

副次的な結果として元のアンランクプログラム

unrankA よりも計算ステップ数が少ない可逆プログ

ラムが得られたが，これはプログラムと逆プログラム

から可逆プログラムを作成する際に得られる知見が

より効率的なプログラム・逆プログラムの作成に役立

つ可能性を示唆している．

謝辞 本研究は JSPS 科研費 25730049 の助成を受
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A 補助プロシージャ

本章では，本稿中に用いた補助プロシージャを示す．

可逆プロシージャclear_arrayは，配列 p[0:n−1]

の値をゴミスタック gに移す．

1 procedure clear_array(int p[],int n,
stack g)

2 local int i = 0
3 from i = 0 do
4 local int t = p[i]
5 p[i] ^= t // クリア
6 push(t,g)
7 delocal int t = 0
8 i += 1
9 until i = n

10 delocal int i = n

可逆プロシージャcopyは，x[0:n−1]を y[0:n−1]

に排他的論理和の複合代入演算子を用いて可逆的にコ

ピーする．したがって，x[0:n− 1]と y[0:n− 1]の

全要素が同一の値を格納している場合は y[0:n− 1]

をゼロクリアする．copyは呼び出しと逆呼び出しと

で振る舞いは変わらない．

1 procedure copy(int x[],int y[],int n)
2 local int i = 0
3 from i = 0 do
4 y[i] ^= x[i]
5 i += 1
6 until i = n
7 delocal int i = n


