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第 1 部で学んだ種々のデー タ構造やアルゴリズムを用いて， 実際にコンピュ ー

タシステムを構築するためには， それらを記述するプログラミング言語が必要で

ある． 本章では， 近代的なプログラミング言語の役割， その構造， およびその基

本原理を概観し， 第 II 部の目標とその概要を説明する．

§10.1プログラミング言語の役割

デジタル コンピュ ー タは， 機械語 (machine language) とよばれる人工的な言語

で書かれたプログラムを実行する機械である． コンビュー タによる問題解決は， 必

要な情報をビット列で表現（ コー ド化）し， その コー ド化された情報を機械語プロ

グラムで処理することによって行なわれる． 複雑で大規模な問題でも， 必要なす

べての情報を コー ド化し， その情報を処理するプログラムを構築することによっ

て， コンビュ ー タで解決可能である． 厳密に定義可能でかつ有限な処理手順を与

えることができる問題であれば， 原理的には， その処理手順を表現する機械語プ

ログラムを構成可能である．

しかしながら， 機械語自身は， 算術演算やメモリ ー の書き換えなどを行なう単

純な機械命令の集まりに過ぎない． 図 10.1 の機械語列は自然数の階乗を計算する

プログラムである． このような簡単な処理であれば， 直接機械命令の列として書

くことも可能であるが， 複雑で大規模な処理手順を， 人間が機械語を用いてプロ

グラムすることは事実上不可能である．
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.L102: 

.1101: 

.LlOO: 

因10.1

movl 
movl 
movl 

cmpl 

jg 
movl 
decl 
imull 
incl 

jmp 

ret 

'l,eax,'l,ebx 
$1,'l,eax 
$1,'l,ecx 

'Y.ebx,'Y.ecx 
.L100 

'l,ecx,'Y.edx 
'l,eax 
'l.edx,'Y.eax 

'l,ecx 
.1101 

自然数の階乗を計算する機械語プログラム

第I部で学んだとおり， 複雑な問題を解決するためには， 問題解決に必要な情報

を系統的にコ ー ド化するための種々の高水準のデ ー タ構造と． それを効率よく処

理するアルゴリズムを設計する必要がある． 実際にそれらをコンピュ ー タで実行

するためには， さらに， それらデ ー タ構造やアルゴリズムを表現し， それらを機

械語に翻訳し実行するための言語， すなわちプログラミング言語(programming

language)が必要である．

情報の表現方法やその処理アルゴリズムの設計方法は， それらを記述するプロ

グラミング言語に深く依存した作業である． 自然言語が， 情報の伝達手段にとど

まらず， 人間の思考活動の枠組みとしての役割を果たしているのと同様に， プロ

グラミング言語も， アルゴリズムを実行する手段にとどまらず， ソフトウェアを

構築する枠組みを与える重要なものである． 近代的なプログラミング言語の主な

役割は， 複雑で大規模なソフトウェアを正しくしかも効率よく実現するための記

述システムを提供することである．

ソフトウェア記述システムとしてプログラミング言語がもつべき性質の主なも

のは， 以下の3つである．

( i )高水準の記述能力

プログラミング言語は， プログラムの論理構造の本質的な部分のみを簡
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潔に記述できる， 高水準の記述力を提供することが望ましい． 例えば， 前

述の自然数の階乗を計算するプログラムは， その論理構造のみを， 以下の

ように再帰的な関数として記述できることが望ましい．

fun factorial n = if n = 0 then 1 

else n * (factorial(n - 1)) 

このプログラムは， 数学における階乗の定義とほぼ同等の抽象的で高水

準の定義である．

(ii)厳密な意味の定義

信頼性ある大規模なソフトウェアシステムを構築するためには， それを

実現するプログラムの意味が厳密に定義されていなければならない． した

がってプログラミング言語は， その言語で記述可能なすべてのプログラム

の意味， すなわちその動作を完全に規定する形式的体系でなければならな

ぃ． さらにその意味の定義も， 関数や再帰などの数学的に厳密で抽象的な

概念を基慌とした， 高水準のものである必要がある．

(iii)効率的な実装

プログラミング言語は， 高水準の記述システムを提供するばかりでなく，

それによって記述されたプログラムをコンピュ ー タで効率よく実行する言

語処理系を提供する必要がある． このためには， プログラミング言語で記

述できるすべてのプログラムを， その意味を実現する機械語に変換する方

式が確立されていなければならない．

以上のような特徴をもつ高水準プログラミング言語を構築するためには， 言語の

構文構造および言語の意味を明確に定義し， 言語をコンピュ ー タ上で実現する実

装方式を構築しなければならない． 以下これら構成要素の概要を説明する．

§10.2 言語の構文構造の定義

実際に人が文字を用いてプログラムを記述するために， プログラムがテキスト

としてどのような構造をもつのかを定義する必要がある． これがプログラミング
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言語の構文論（統語論， シンタックス， syntax)である． 近代的なプログラミング

言語のシンタックスの定義は， 文法構造の定義と型システムの定義の2段階で行

なわれる．

プログラミング言語の文法構造の定義は， 自然言語の文法構造の分析に用いら

れるチョムスキ ー の生成文法(generative grammar)の理論を基碇とする． 自然言

語と比較したプログラミング言語特有の性質は， 曖昧 さ を許 さ ない こ と， および

文法構造がコンピュ ー タで解析可能である こ との2点である．

プログラムをコンピュ ータで機械的に実行するためには， 文字列として与えられ

たプログラムの文法構造が一意に決まる必要がある． 例えば自然言語においては，

「青い夏の夕暮れ」

のような2つの文法構造がありうる曖昧な文も許容 さ れるが， プログラミング言

語ではこのような曖昧 さ は許容 さ れない． プログラミング言語の文法構造は， さ

らに， コンピュ ー タで解析可能な程度の複雑 さ である必要がある． 現在の高水準

プログラミング言語のほとんどは， こ れらの要求を満たす制限 さ れた文脈自由文

法(context-free grammar)を用いて定義 さ れる． 文脈自由文法は， 前後の文脈に

依存しない語彙の局所的な組合わせに関する規則によって， 言語の構文構造を定

義するものである．

しかしながら， 文脈自由文法のみでプログラミング言語の構文構造を完全に規

定する こ とは困難である． 文脈自由文法ではとらえられない構文構造の主なもの

に， 名前の定義とその参照関係の整合性， およびデ ー タ型の間の整合性があげら

れる． 例えばfactorial(3)は， この文以前に名前factorialが定義 さ れている

ときのみ， 構文論的に正しい文とみな さ れる． こ の ような名前の定義と参照に関

する整合性は文脈依存の制約である． またもしxが文字列を意味する名前であり

factorialが自然数を対象とする操作の名前の場合， factorial(x)のような文

は， 操作が要求する型と操作の対象が属する型との間の整合性がなく， 意味をな

さ ない． こ のような型に関する整合性の制約も， 文脈自由文法では定義する こ と

ができないものである．

従来のプログラミング言語では， こ れらの整合性制約を文法の付帯条件として

日常言語で定義する場合が多かった． しかし， 日常言語による定義は厳密 さ に欠け
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る場合が多く， また後に紹介する多相関数のような裔度で洗練 さ れた機能が要求

する型の整合性制約を， 日常言語で完全に定義することは困難である． 高度で安

全なプログラミング言語を構築するためには， こ れら整合性制約も厳密でかつ系

統的な形式的体系として定義する必要がある． こ の目的に最も適した体系は， 論

理学における自然演繹体系の一 種である型理論(type theory)である．

高度で洗練 さ れた近代的プログラミング言語の構文論的な定義は， 文脈自由文

法に基づく構文構造の定義に， 型理論による整合性制約を加えたものである．

§10.3意味の定義

プログラミング言語の構文構造の定義は， どのような文字列が正しいプログラ

ムであるかを規定するのみである． プログラミング言語を完全に定義するには，

こ れら構文構造の正しいプログラムの意味， すなわちプログラムがどのような計

算を表現するかを厳密に規定する必要がある． 機械語プログラムの場合の意味は，

それをコンピュ ー タで実行したときのコンピュ ー タの動作そのものであるが， 高

水準プログラミング言語で書かれたプログラムの場合は， より抽象的な意味の定

義が望ましい．

プログラミング言語の意味を定義するためのアプロー チにはいくつかあるが， その

代表的なものは表示的意味論(denotational semantics), 公理的意味論(axiomatic

semantics), および 操作的意味論(operational semantics)の3つである．

表示的意味論は， プログラムの表示する計算を， すでにその構造が分かってい

る数学的な対象と解釈する意味論である． 例えば自然数の階乗を計算するプログ

ラムの意味は， 自然数から自然数への関数として与えられる． この表示的意味論

は， プログラムが表現しうる可能な意味のすべてを含む よ うな集合を構築し， プ

ログラムの集合から こ の意味の集合への写像を定義することによって与えられる．

このとき使われる可能な意味の集合を意味領域(domain)とよ ぶ． この意味論は，

プログラミング言語の構文構造とは独立に定義 さ れる意味論であり， 論理学にお

けるモデル論に相当する． 通常意味論といった場合は， この表示的意味論を さ す．

表示的意味論の成否は， 抽象度が高くしかもプログラムが表示する計算の性質を

正確に反映した意味領域をいかに構築するかによるところが大きい．
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の列の文法構造を認識する処理を構文解析(parsi ng)とよぶ． 文字列として

のプログラムは字句解析処理により語棠の列に変換された後， 構文解析処

理によりプ ログラムの構文構造を表現した構文木(syntax tree)とよばれる

デ ー タ構造に変換 さる．

(ii)型チェック

プログラミング言語の文であるためには，文法的に正しいことに加えて，

文脈依存の整合性制約を満たさなければならない． プログラミング言語処理

系は，構文解析のの ち型理論的な解析を行ない，与えられた文が意味あるプ

ログラムであるか否かのチェックを行なう． この処理では，プログラム中に

使用されるすべての名前（変数や関数名）の使われ方を記録し， 種々 の関数

さらに変数の型および変数が何を

公理的意味論は， プログラムの 間に成立すべき同値関係を定義することによっ

て， プログラムの意味を定義する方法である． こ の意味論は， 個々 のプログラム

の意味を直接定義するものではな<. プログラムの意味の定義が満たすべき制約

を定めるものであるが， 詳細な同値関係を定めることにより， プ ログラムの意味

を定義することが可能である． 例えば関数を表現するプ ログラムの意味は， その

関数が対象とする各引数ついて， そのプログラムを適用した結果がどのような値

（を表すプログラム）と等しいかを決定する こ とにより，定義することができる． 公

理的意味論は，プログラミング言語の構文構造のみから決定 される意味論であり，

論理学における証明論に相当する．

以上の 2 つの意味論は論理学の枠組みに基づく抽象度の高い意味論であり， プ

ログラム のもつ諸性質を数学的に分析する上で重要である． こ れら抽象的な意味
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の適用の間に矛盾がないかをチェックし，

指すかといった参照関係を決定する．

近代的なプログラミング言語では， この処理は， 型付きラムダ計算(typed

lambda calculus)と呼ばれる数理言語を用いて行なわれる． 型チェックの

後，型付きラムダ式とよばれる簡潔な数理言語の要素に変換される．

Minimalや後に紹介するMLなどの論に加えて， プログラミング言語を実装するためには， プ ログラムをコンビュ ー

タでどのように実行すべきかを， より直接的に定義する意味論が必要である． こ

れがプログラミング言語の操作的意味論である． 表示的意味論が抽象的な計算の

モデルであるのに対して， 操作的意味論は計算の実行過程をも含んだより具体的

プ ログラミング言語の実装の基碇として使用される．

以上のような諸概念を用いて定義 されたプログラミング言語を実現するために

は， 文字列としてのプ ログラムを認識しそれをコンピュ ー タで実行可能な機械語

コ ー ドに変換する処理系を実装しなければならない． プ ログラミング言語の処理

系は以下のような部分から構成 される．

(i ) 文法構造の解析

プログラミング言語の最初の処理は， プ ログラマが書いた文字列を読み

込み， プログラミング言語が定義する語彙（単語）単位に分割し， さらにそ

の単語の列が表現する文法構造をプログラミング言語が定義する文脈自由

文法にしたがって分析し，文法的に正しい文として認識することである． 文

字列を単語単位に分割する処理を字句解析(lexi cal analys i s)とよび， 単語

(iii) 実行コ ー ドヘのコンパイル

プログラミング言語処理系の最後の仕事は，整合性あるプログラムを，そ

の意味を実現する機械語コ ー ドに変換する処理である． この変換を行なう

処理をコンパイル(c ompi lat ion)とよぶ．

プログラミング言語処理系の以上の構造を図 10.2 に示す．

な計算のモデルであり，

実装方式の構築§10.4 

プログラミング言語処理系の構造
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図10.2
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§10.5理論の役割と第II部の構成

プログラミング言語を用いて書かれた， 膨大なプログラム群からなるソフトウェ

アシステムが信頼性あるものであるためには， それを記述するプログラミング言

語が堅牢な基礎の上に成り立っていなければならない． 堅牢なプログラミング言

語の実現のためには， プログラミング言語のもつ諸機能の相互関係の理論的分析

や整合性の検証と厳密な意味の定義， およびそれに基づく系統的な実装方式の確

立が必要である． プログラミング言語の理論的基磋は， 単なる理論的な興味の対

象ではなく， 望ましい機能をもつ実用プログラミング言語の系統的な開発を可能

にする鍵となるものでもある．

理論的な基礎に基づき開発された実用プログラミング言語の（数少ない）具体例

として， ML 言語を挙げることができる. ML の定義は， 誰が読んでも唯一の意味

をもつ型理論の概念を用いて書かれており， その実装は， 言語の意味の定義に基

づき系統的に行われている． この厳密性は， ML で書かれたプログラムにきわめて

高い信頼性を与えている． さらに ML は， 第 15章で詳しく解説する多相型関数や

型の自動推論機構などの高度な機能を提供している． これらの機能は， 信頼性あ

る複雑なソフトウェアを効率よく開発するのに大いに役立つが， これらは理論的

基礎に基づく系統的な設計によって初めて可能になったものである． 以上のよう

な特徴をもつ ML は， 現時点では， 最もよく設計された高水準の実用プログラミ

ング言語の1 つであり， またプログラミング言語の新しい機能などの研究の基礎

ともなっている言語である． 本書で使用した教育用プログラミング言語Minimal

も ML をそのモデルとしている．

第 II 部の目的は， ML を典型とする近代的プログラミング言語の動作原理およ

び実装の方法を理解することである． 特に， 論理学との対応に重点をおき， プロ

グラミング言語の諸概念を解説する． 本シリ ー ズの姉妹編の『コンビュ ータサイ

エンス入門論理とプログラム意味論」の論理学と併せて学ぶならば， プログラミ

ング言語の理論的基礎とコンピュ ータサイエンスのための論理学双方のより深い

理解と展望が得られるであろう．

第 II 部の以降の展開はおよそ以下の通りである． まず第11章でプログラミン
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グ言語のシンタックスの定義および解析の概要を解説する． 第12章において， 型

付きラムダ計算とよばれる数理言語を導入し， プログラミング言語の型チェック

および意味の定義に関する理論を展開する． 第13章では， プログラミング言語

の種々の機能は型付きラムダ計算で表現できることを示す． 第14章では， 型付き

ラムダ計算の実装方式を解説する． 最後に第 15章において， 最先端のプログラ

ミング言語の機能である型推論と多相型の理論を紹介する．

§10.6準備：集合に関する記法について

次章に移る前に第 II 部で使用する集合に関する記法を以下にまとめておく．

AとBを集合とする. AとBの直積AxBと直和A+Bはそれぞれ以下の

集合である．

Ax B = {(a,b) I a EA, b EB} 

A+ B = {l(a) I a EA} U {2(b) I b EB} 

AとBの関係はAxBの部分集合である. AとAの関係をA上の（二項）関係

という. RをA上の関係とする. Rが反射的であるとは， 任意のxEAに対し

て(x,x)ERを満たすことをいう. Rが対称的であるとは， 任意のx,yEAに

対してもし(x,y)ERなら(y,x)ERとなることをいう. Rが推移的であると

は， 任意のx,y,zEAに対してもし(x,y) ERかつ(y,z)ERなら(x,z)ER

となることをいう . A 上の同値関係とは， A 上の反射的， 対称的かつ推移的な関

係である. Rの反射的推移的閉包とはRを含み反射的かつ推移的な関係の中で最

小のものである. Rの反射的推移的閉包を通常R• と書く. f がAからBへの関

数であるのは， 任意のxEAについて(x,y)Ef となるyEBがあり， 任意の

x E A, y E B, z EBについて(x,y)E fかつ(x,z) E fならy=zとなるとき

である． このとき， A を関数 f の定義域といい， dom(f) と書く. f が A から B

の関数であることをf EA→Bと書き，(x,y)E f をf(x)= yまたはfx=y

と書く.x が集合の集合であるとき， Xの要素すべての和集合を LJx と書く．

問10.1集合A上の関係R,Sに対して， RSを以下のように定める．

RS= {(x,y) I あるzEAがあって(x,z)ERかつ(z,y)ES} 
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R,Sが関数ならRSも関数であることを示せ．
即を以下のように定義する．

R0 
= {(x,x) Ix EA} 

nn+i = R咽(n�0)

Rの反射的推移的閉包はLJ{nn In�O}と書けることを示せ． l l 
シンタックスの定義と

解析
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形式的に見れば，言語はある決まった有限のシンボル集合（アルファベット）の要
素の列の集合である．通常のプログラミング言語のアルファベット は，コンピュ ー

タのキ ー ボ ー ドで直接入力可能な，英数字を中心とした文字と記号の集合であ
る．プログラミング言語を定義するためには，まずこれらの記号のどのような並
びが意味あるプログラムであるかに関する厳密な定義を与えなければならない．
通常この定義はプログラミング言語を構成する語彙(lexicon)の定義，および文法
(grammar) の定義の2段階で行なわれる．本章では， 語彙と文法の定義および解
析の概要を学ぶ．

§11.1正規表現を用いた語彙の定義

プログラミング言語の語彙の定義は，変数名やキ ー ワ ー ド，数値定数などの構
成 要素をどのように表記するかを規 定するものであり，通常，正規言語(regular
language)とよばれる数理言語を用いて行なわれる．

正規言語を厳密に定義するために文字列に関する記法を導入する．区を言語の
アルファベットとする. I; 上の文字列とはこの要素の有限な並びである． ただし，
S上の文字列集合には空文字列€が含まれるものとする. Vとwを並べて作られ
る文字列をvとwの連結といい，vwと書く. V = a1···Un , W = b1· · ·bm の場

合，vw= a1···aふ...加である．€はこの連結操作に関する単位元である．す
なわち任意の文字列v に対してVt= tV = Vである. A,Bをこ上の文字列の集
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合とし， 以下の演算を定義する．

AB= {w泣2 I W1 EA, W2 EB} 

A n = { {€} n = 0 

AA n -i n>O

A *=LJ{A n jn�O} 

区上の文字列全体の集合はごである．

こ上の正規言語の集合は， 以下の規則によって定義されるE*の部分集合の集

合である．

(i)空集合0は正規言語である．

( ii )  {I:}は正規言語である．

(iii) a EEなるaに対して，{a}は正規言語である．

(iv) Rが正規言語ならR*は正規言語である．

(V)凡と凡が正規言語なら，R1UR2とR1R2はいずれも正規言語である．

(vi) 以上のいずれかを満たすもののみが＄上の正規言語である．

以上の定義は， 定義される概念を定義自身の中で参照している． このような定

義を帰納的定義とよぶ． 帰納的定義はコンピュ ー タサイエンスが対象とする種々

の集合の定義として頻繁に使用される．

上の定義における規則(i)から規則(v)は， 正規言語の集合に含まれるべき要素

を条件として述べている． 規則(vi)は， 定義される正規言語の集合が， 規則(i)か

ら規則(v)を満たす集合の中で最小のものであることを要求している． このような

帰納的定義で定義される集合は， 空集合から始めて， 規則で要求される要素を付

け加えていった極限として求められる．

汀の部分集合の集合に関する漸化式冗n を以下のように定義する．

炉=0

nn+l = nn u {0} u { { 1:}} u {{a} I a E E} u { R* I R E冗.n }

u{R沼2 I R1 E冗叫R2E冗n }LJ { R1 LJ R2 I R1 E 7?, 叫R2E nn } 

この漸化式の右辺のnn 以外の各要素は， それぞれ規則(i)から規則(v)に対応し
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ている． 正規言語の集合は，空集合にこれらを加える操作を続けた極限である． す

なわち正規言語の集合を冗とすると，

R = LJ{Rn I n 2: O} 

と表せる． 実際冗は， 規則(i)から規則(vi)で表された条件をすべて満たす唯一の

集合であることを確認できる．

問11.1上のように定義されたRが以下の性質を満たすことを示せ．

( i )  0 E冗

( ii )  {t} E冗

(iii)すべてのaEEについて{a} En

(iv) RE RならR* ERである．

( v )  R1,R2 E冗ならR1R2E冗かつR1 U R2 E冗である．

さらに， もしある集合A が(i)から(v)までの性質を滴たせば，任意のnについて

冗n �Aであることを示せ． これを用いて冗は，(i)から(v)を満たす最小の集合であ

ることを証明せよ．

正規言語は以上のような簡単な構造をもつため， 正規表現(regular expression) 

とよばれる簡潔な表現で定義でき， コンピュ ー タで効率よく認識することができ

る． 正規表現を定義する上で正規言語に関する以下の性質が有用である．

補題11.1

( i )  Rが正規言語なら任意の自然数nに対してRn も正規言語である．

( ii) Rが正規言語ならLJ{Rn In 2: 1}も正規言語である． この集合をR十 と

書く．

(iii) Rが正規言語ならゞ\Rも正規言語である．

(iv) R1 と凡が正規言語ならR1 nR2も正規言語である．

問11.2補題11.1の性質(i)と(ii)を示せ． 性質(iii)を使い性質(iv)を示せ．

D

問11.3 RとSが正規言語であるとする. E (t Rなら等式X= SURXを満たす Xは

唯 一 存在し． かつ正規言語であることを示せ．

正規表現rとそれが表す正規言語[r]を定義する．
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( i ) cpは正規表現であり，［叫=0である．

( ii) cは正規表現であり，［€］＝｛€｝である．

(iii) 任意のaE� に対してaは正規表現であり， [a]={a}である．

(iv) r,r1,r2, ... ,Tn が正規表現なら戸(n は任意の自然数）， T*, r+, ·r, r1 \rか

r1 I· · ·I Tn , r1· · ·Tn も正規表現であり， それぞれ以下の集合を表す．

『] = [rr 

[r*] = [r]* 

『] = [r]+ 

［月＝ゞ\ [r] 

[r1 \ r2] = [ri〗\[r2] 

[r1 I· · ·I Tn] = [1疇1〗U ・ · · U  [rn ] 

[r1· · ·rn ] = [r1〗·..[rn ] 

正規言語の定義および補題 11.1 より， 正規表現で定義される言語のクラスは正

規言語の集合と一致することが確かめられる．

プログラミング言語のキーワ ー ドや定数表現などの語彙は， 通常この正規表現

を用いて定義される．

例11.2数を表す正規表現

:E = {O, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, . , +, -, E} 

sign =+ I - I c 

digit = o I 1 I 2 I 3 I 4 I 5 I 6 I 7 I s I g 

int = sign digit + 

number = int I int E int I int. digit * I int. digit * E int 

例えば—1234, 3.14, さらに指数部をもつl.09E20のような文字列が[number]

に含まれる. D 

§11.2文脈自由文法を用いた文法構造の定義

プログラミング言語の文法構造の定義を完成させるためには， 正規表現で定義

された語彙をどのように組合わせたものが， プログラミング言語の文になりうる
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かを規定しなければならない． ほとんどのプログラミング言語では， この定義は

文脈自由文法で行なわれる． 文脈自由文法は， 文として可能な語棠の組合わせを

すべて生成する規則の集合を与えることによって言語を定義する． 文脈自由文法

G = (T,N,S,P)を以下の4つ組と定義する．

( i )終端記号(terminal symbol)の有限集合T

終端記号は言語を構成する語彙である． 例えば自然言語の文法では，「教科

書」などの単語や「．」や「，」などの文法記号が含まれる． 通常のプログラ

ミング言語ではTの各要素は正規表現で定義される集合を表す．

( ii)非終端記号(nonterminal symbol)の有限集合N

非終端記号は， 文法構造の構成要素単位に対応する名前に相当する． 例え

ば自然言語の文法では，「動詞句」や「名詞旬」などである．

(iii)開始記号SEN

言語の「文」に対応する非終端記号であり， 文法を生成規則と見た場合， 生

成の出発点となる記号である． すなわちSから導かれる文字列がこの言語

の定義する文である．

(iv) 生成規則の有限集合P

生成規則は， 非終端記号がどのような構造かを表す以下の形をした規則で

ある．

N→a 

ここでN E N, a E (NUT)*である． 同 一の非終端記号に対する規則は

複数存在してよい． 自然言語における「文」の構造の定義には， 例えば以

下のような規則が含まれる．

文→ 名詞句動詞旬 ．

ここで ＇ 名詞旬 ’ と ‘動詞旬 ’ は非終端記号，'. , は終端記号である．

文脈自由文法によって生成される文は， 開始記号から始めて， 生成規則を有

限回使って導出できる終端記号列である． この関係を形式的に定義するために，

a= a1Aa2かつ A →1EPであるとき，a=:}a1祖2と書く． すなわち関係

a⇒(3は，a中の1つの非終端記号を， その非終端記号を左辺とする生成規則
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の右辺で置き換えて文字列 f3 が得られることを表す． こ の2項関係の反射的推移

的閉包をニ⇒ と書く． すなわちQ�⇒ f3 なら f3 はaから書き換え規則を何回か

使って得られる記号列である． 文脈自由文法 G = (T,N,S,P)によって生成さ

れる文の集合L(G)を

L(G) = {w / S今w, w ET"} 

と定義する．

例11.3文脈自由文法G = (T,N,S,P)を以下のように定義する．

N = {S} 

T={( ,)} 

P = {S→ (), S→ ( S), S→ SS} 

この文法で生成される文の集合L(G)は右括弧'('左括弧'),のみからなり， かつ

括弧の対応のとれた文字列の集合である. D

正規言語に基づく語彙の簡潔な定義のために正規表現が使用されたように， 文脈自

由文法を簡潔に定義する記法としてBNF記法(BNFn otat ion)が広く使われてい

る．文脈自由文法G = (T,N,S,P)の中で，Tは語彙の集合であり， すでに了解さ

れているものとする．すると文法G を決定するためには非終端記号に対する規則の集

合を与えればよい. N= {Aい・.. ,An}とし， {oL ... , o!,,} = { o / A; → o E P } 

とする. BNF記法とは， こ れら規則を各非終端記号ごとに， 以下のようにまとめ

て記述する記法である．

ふ：：= at I· · ·I a比

An ::= ar I " . I a;;,n 

こ の記法において， "I" は「または」の意味である． さらに便宜的に最初に書か

れた非終端記号んが開始記号であると約束すると， 文脈自由文法を簡潔に定義

するこ とができる． 例えば例11.3で定義した文法は， 以下のBNF記法で表現で

きる．

K ::=()I (K) I KK 
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BNF記法で用いられた非終端記号をメタ変数とよび， 定義された言語の要素の

代表として用いる．

§11.3字句解析

プログラミング言語を実現するためには， ユ ー ザが書いた記号列を解析し， そ

の文法構造を認識しなければならない． 構文構造の定義が正規表現による語彙の

定義と文脈自由言語による文法構造の定義の2段階で行なわれたのに対応し， こ

の解析 処理も， 記号列を語彙の単位に分解する字句解析(lexical analysis)処理と，

文法構造を解析する構文解析(parsing)処理の2段階で行なわれる．

字句解析 処理の基本原理は， 任意の正規言語に対して， その言語を認識する有

限状態機械とよばれるアルゴリズムが構成できることに基づいている． 有限状態

機械(fin ite state machine) M = (�, Q, qo, F, o)は， 以下の5 つの要素からなる

組である．

( i )入力記号集合:

機械に対する入力記号の集合である． 語彙を認識する機械の場合， 入力記

号の集合は言語のアルファベットである．

( ii)機械の状態の有限集合Q

Qの各要素は， 機械が現在どのような状態にあるかを表す． 語彙を認識す

る機械の場合，Qの各要素は， 現在処理中の入力記号列が表現する可能性

のある語彙の集合に対応する．

(iii)機械の初期状態qo

機械がまだー文字も 処理していない状態を表す．

(iv)最終状態集合F�Q

機械が正常に停止するときの可能な状態の集合である． 語彙を認識する機

械の場合， 入力文字列をすべて読み込んだときFのいずれかの状態に達す

れば， その文字列は正しい語彙であることを意味する．

(V)状態遷移関数6

Qx� からQへの関数であり， つ ぎの記号を1 つ読んだときの機械の動作
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を定義する．

有限状態機械M= (I:,Q,qo,F,o)の状態遷移関数6を， 以下の定義により， 文

字列の集合ごと状態集合 Q上の関数＆に拡張する．

孤 q) = q 

J(aw,q) = J(w,o(a ,q)), tこだしa E 1:, w Eゞ

問11.4任意のw,vEI:*に対して

J(wv,q) = J(v,J(w,q)) 

であることを示せ．（ヒント： wの長さに関する帰納法を試みよ．）

有限状態機械M = (I:, Q, qo, F, o)の認識する言語L(M)を以下のように定

める．

L(M) = {w I J(w,qo) E F} 

正規言語は有限状態機械によって認識することができる． 以下の定理が知られ

ている．

定理11.4� 上の任意の正規言語Rに対して， L(M) = Rとなる有限状態機

械Mが存在する. 0 

図11.1に以前定義した数を表す正規表現numberで表される正規言語を認識

する有限状態機械の例を示す． ただし， 最終状態に到達し得ない状態とその状態

への遷移は省略してある．

問11.5図11.1で省略されている状態を補い， 有限状態機械の厳密な定義を与えよ．

有限状態機械は， 状態と入力にしたがってあらかじめ決められたつぎの状態に

遷移することを繰り返す簡単な機械であり， メモリ ー 上に表現された状態を状態

遷移関数6の定義に従い更新するプログラムを書くことにより， コンビュ ー タで

容易に実現することができる． 相互再帰的関数が使用できる言語であれば， 各状

態に対して， その状態からの遷移を表す関数を定義すればよい． 状態が自然数で

表されているとすると， 状態iに対する関数f; は以下のように定義できる．

fi(x :: L) = !o(i, ェ） (L) 

/i (nil) = if i E F then Accept else Reject 

digit 

7

 

4

 

ー

ご

口忍
し

§

〗

[

年

口

心

ただしS=P1, F = {P2,P4,Ps,P6}である．

図11.1 有限状態機械の例

ここでx:: Lは入力の先頭文字がxで， それに続く文字列がLであることを表

し， nilは入力の終了を表す．

問11.6例11.2で定義したnumberで表現される正規言語を認識する相互再帰的な関

数を定義せよ．

さらに与えられた正規表現の定義から， それが表現する正規言語を認識する有

限状態機械を自動的に構築するアルゴリズムが知られており， そのアルゴリズム

を実現する字旬解析処理生成システムlexが実用化されている． プログラミング

言語の字句解析処理の多くは， 以上の原理にもとづくlexシステムを用いて構築

されている．

§11.4構文解析

プログラミング言語の構文構造の解析の第二段階は， 字旬解析処理の結果得ら

れた語彙の列の構造を分析する構文解析である． この処理は， スター ト記号から

与えられた語彙列に至る生成規則の系列が存在しうるか否かをチェックし， 存在

すれば， その生成系列を表すデ ー タ構造を出力する操作である． この分析は， 与

えられた文を生成する可能な生成系列の探索を必要とする． 文脈自由文法で定義

された言語の場合， この問題に関して以下の定理が知られている．

定理11.5任意の文脈自由文法Gに対して， その文法で生成された言語を認識
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g に対する導出を先に行ない. E1 f (E2 g E3) の形の導出を生成することを要求

する規則を「gは f より結合力が強い」という．

さらに同 一の導出規則が競合する

E1 f E2 f E3 

の形の記号列に対して，常に (E1 f応） f恥の形の構文木を作成する こ とを要

求する規則を，「 f は左結合する」といい，逆に f を含む規則を右から優先して適

用し，E1 f (E2 f恥）の形の構文木を生成する こ とを要求する規則を，「fは右

結合する」という．

こ の結合力の概念は，二項演算子以外にも適用することができ，曖昧さのない

文法を簡潔に記述する上で有効である．

プログラミング言語のシンタックスの解析処理は，多くの場合，前述の lex と

yacc の組合せによって生成される．これら 2 つの原理に関しては，多くの教科書

が出版されているので，詳細はそれらに譲ることにする．

構文解析の結果，文字列としてのプログラムは構文木とよばれるデ ー タ構造に

変換される．構文木は，非終端記号を内部ノ ー ドとしてもち，終端記号を外部ノ ー

ドとしてもつ木であり，文の導出系列を表現している．例えば，例 11.3 で定義し

た括弧の式の文法における導出

S=⇒ SS=⇒ S() =⇒ (S)() ==} (())() 

は図 11.2 に示す構文木で表現される．

s
八

S

／八
( s ) ( 

八
） 

（ ）
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する仮想的な機械である非決定性機械プッシュダウンオ ー トマトンを構成する こ

とができる．

構文木の例図11.2

D

正規言語を認識する有限状態機械はコンピュ ー タで容易に実現可能であったが，

残念ながら，文脈自由言語を認識する非決定性機械プッシュダウンオ ー トマトン

をコンピュ ー タで効率よく実現するのは困難である．有限状態機械がメモリー を

使用しない電卓のような単純な機械であるのに対して，非決定性プッシュダウン

オ ー トマトンは，機械内部に書き換え可能なメモリをもち，さらに，メモリー 状

態と入力記号の組合わせに対して並行に処理を行なう，通常のコンピュ ー タの能

力を越える強力な機械である． こ の理由から，非決定性機械プッシュダウンオ ー

トマトンはプログラミング言語の構文解析のモデルとしてはあまり使用される こ

とはないので，その詳しい定義は省略する．興味ある読者は数多く出版されてい

る形式言語理論に関する教科書を参照されたい．

文脈自由言語の構文解釈問題を効率よく解決するコンピュ ー タプログラムの開

発は，プログラミング言語の研究の初期の重要な研究課題であったが，幸いこの

問題にはLR構文解析法とよばれる，ほぼ満足いく解決法が知られている． こ の

理論に基づき，与えられた文法から，実際にその文法に従って構文解析を行なう

プログラムを自動生成するシステム yacc が実用化されている. yacc システムで

は，文法規則に含まれる曖昧さを解消するための結合性に関する規則が記述でき，

広い範囲の文法に対する構文解析処理を自動生成可能である．

結合性とは代数における演算子の結合則の類似から，生成規則の適用範囲を決

める規則である．結合性の概念を説明するために，f とgを演算子として以下の

文法を考える．

E ::= C I E f E I E g E 

この文法は，2つの演算子の引数の範囲に関して曖昧性がある．以下の説明では

括弧を使って構文の構造を表す こ とにする．

f に対する規則とgに対する規則が競合する

E1 f E2 g恥

のような記号列に対して，fに対する導出を先に行ない，(E1 f E2) g E3の形の

導出を生成する こ とを要求する規則を「 f はgより結合力が強い」という．逆に



150 第 11 卒シンタックスの定義と鮒析

構文木を帰納的に定義するために， aENUTとし， aをル ー トノ ー ドとする

木をg木とよぶことにする. a-木の集合は， 帰納的に以下のように与えられる．

( i )  a ETならaはa—木である．

(ii) pが規則N→ 0<1···On を含み， 各T゜．がa; —木なら， Nをル ー トノ ー

ドとし， T"','...'T"'
n

を子とする木はN—木である．

(iii) 以上の規則によって生成される木のみが心木である．

Sを開始記号とする文法の構文木はS木と定義できる．

この定義から明らかなように， 構文木は， 各非終端記号Nをデ ー タ型とみな

し， Nの各生成規則に対してデ ー タ構成子を定義することによって， 簡単に表現

できる． 例えば BNF 文法 K ::= () I (K) I KK で生成される構文木は Minimal

の以下のデ ー タ型で表現できる．

type K = OneParen I Paren of K I Apply of K * K; 

問11.7 LR構文解析アルゴリズムは， 実用的なプログラミング言語の文法の構文解析に

利用される強力な方法であるが， この方法により， ユ ー ザが， 与えられた文法から直接

構文解析処理を書くのは困難である．

ユ ー ザが直接プログラム可能な構文解析法に， 再帰的降下法がある． この方式は，各

非終端記号に対応した関数を再帰的に呼び出すことによって構文解析を行なうもので

ある． この方法が可能である最も簡単な場合は， 以下の文法のように， 各生成規則が，

その右辺に含まれる終端記号によって特定できる場合である．

PROGRAM::= E ; 

E ::= id I int I (fn id => E) I (E E) I (fix E) 

I (E + E) I (E - E) I (E * E) I (E I E) I (E = E) 

I (pair E E) I (fst E) I (snd E) 

I (inl E) I (inr E) I (case E of l(id) =>E, 2(id) => E) 

I let id = E in E end 

本問の目的は， Minimal または ML を使ってこの言語に対する字句解析および構文

解析処理プログラムを作成することである． さらに次章以降， 理論の展開にあわせた

練習問題で， 本問のプログラムを簡単な ML 系言語のコンパイラヘと拡張することに

する．
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Minimal でも十分プログラミング可能であるが， ML に興味のある読者は， 巻末に

いくつかあげる ML に関する参考文献を参照し， ML でプログラミングしてみること

を勧める．

( i) id を変数を表す文字列， int を例 11.2 で定義された整数を表す表現とする. id, 

int さらにその他の語彙('(',')','+','-','*','/','=','=>',',',';','fn', 

'fix','pair','fst','snd','inl','inr','case','of','let','end', その

他の1文字）を表現するデ ー タ型を定義せよ． ただし id は文字列を値としても

ち， int は整数を値としてもつものとする．

(ii)入カストリ ー ムから一文字ずつ読み込む関数を定義し， この関数を使って. id, 

int, さらにその他の語壷を認識する関数を定義せよ．

(iii) 上記の構文の構文木を表現するデ ー タ型を定義し， 構文木をプリントする関数

を定義せよ． ただし構文木デ ー タ型には， 構文エラ ーを表す要素を含むものと

する．

(i v)上記文法を解析し， 構文木を返す再帰的関数を定義せよ．

( v )標準入力から文字を読み込み， 構文解析を行ないデ ー タ構造に変換し， プリン

ト関数でプリントするプログラムを作成せよ．

(vi) ";"までの文字列を読み構文解析を行ない． 結果をプリントすることを． 入力

が終了するまで繰り返すトップレベルの read_print 関数を書け. read_print 

はユ ー ザと対話しながら． 以下のような動作をする．

read-print() ; 

->(fn x => x); 

(fn x => x) 

->((x (x,y)) z); 

((x (x,y)) z) 

->(x y z); 

Syntax error. 

-> 

（トップレベルプログラムの起動）

（ユ ー ザが式を入力）

（プログラムが結果をプリント）

ここで"->"は作成したプログラムの入力促進文字列（プロンプト）である．
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12 型付きラムダ計算

本章では， プログラミング言語の理論的分析のための数理言語として使用され

る型付きラムダ計算を導入し， プログラムの型の解析および意味論の定義に関す

る理論を展開する．

§12.1核言語としてのラムダ計算

プログラミング言語の理論を完成させるためには， 前章で定義した構文構造の

定義と解析に加えて， プログラムの各部分間の整合性制約を規定する型システム，

プログラムの意味， およびその実現方式を与える必要がある． こ れらの理論を展

開する上で， 具体的な構文構造を使用するのは必ずしも適当ではない． その主な

理由は， 具体的なプログラミング言語の構文構造は， より基本的な構文の組合わ

せによって定義可能な冗長性を含んでいるためである． それら定義可能な構文は，

プログラミング言語をより使いやすいものにするために導入されている構文であ

り，「構文上の糖衣(syntax sugar)」とよばれる．

適当な糖衣構文の導入は実用的なプログラミング言語にとって重要であるが， プ

ログラミング言語の実装や理論的な分析にとっては本質的ではない． プログラミ

ング言語の定義や理論的分析においては， 他の要素によっては定義できない最小

限の構文要素からなる核言語が分離できる こ とが望ましい． この核言語の要件は，

広い範囲のプログラミング言語の構文が表現可能である こ と， および厳密に定義

された簡潔な言語であることである． この要件を満たす近代的言語の代表的な核
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言語がラムダ計算(lambda calculus)である．ラムダ計算は，簡潔な構文であるに

もかかわらず， およそすべての計算可能なプログラムを表現可能な汎用の表現力

を有している．本章において， ラムダ計算の構文と基本的な操作を定義したのち，

ラムダ計算上で， プログラミング言語の型の整合性制約の理論， およびプログラ

ムのふるまいの定義に関する理論を展開する．

§12.2ラムダ式の定義

加算無限個の変数集合Varが与えられているとし，xをVarを代表するメタ

変数とする．また， 定数集合Constが与えられているとし，cをConstを代表

するメタ変数とする．ラムダ式の集合は以下のBNF文法で与えられる．

M ::=CI XI入x.MIMM I (M,M) I M[l] I M[2] 

I l(M) I 2(M) I (case M ofl(x)⇒ M, 2(x)⇒ M) 

I let x = M in M I fix(M) 

各構文の 意味は以下のとおりである．

・入x.Mは，xを受け取り（一般にxを含む）式M の値を計算する，名前の

ない関数を表す． こ の 構文をラムダ抽象(lambda abstraction)と呼ぶ．

·Mi柘は，関数間を実引数狛に適用する関数適用(function applica­

tion)である．

・(M1,M2)はM1とM2の組を表す．

·M[l], M[2]はそれぞれ，組Mの第 一要素および第二要素を取り出す射影

演算である．

·l(M)と2(M)はそれぞれ，Mを直和の左および右の要素への埋め込みを

表す．

・(case M of 1 (x)⇒ Mi, 2(y)⇒ 柘）は，Mが直和の 左への埋め込みか

右への埋め込みかで場合わけを行ない， 左への埋め込みなら，埋め込まれ

§12.2 ラムダ式の定義—-155

た値にxと名前を付けプログラムM1 を実行し，またMが右への埋め込

みなら，埋め込まれた値にyという名前を付けプログラムM2を実行する

構文である．

·let x = M1 in M2は，M1の表す値にxという名前を付け，M2において

使用する構文である．このようにラムダ式の値に名前を付けることを名前

の束縛という．この構文は意味論的には（入x.M2)M1と同等であるが， 第

15章での多相型システムの定義の中で重要な役割を果たす．しかしそれま

では（入x.M2)M1の別記法とみなすことにする．

·fix(M)は繰り返しや再帰的関数の 定義に使用される構文である．

プログラミング言語の 実装において，ラムダ式は構文解析の後に生成される中

間言語としての役割を果たす．ここではラムダ式を文字列ではなく， その構文構

造がすでに分かっている構文木として取り扱う．ただし，具体的なラムダ式を表

記する場合は， 以下の 約束に従うもの とし， さらに必要な場合は，括弧を用いて

構文構造を明確にする．

( i ) 関数適用は左結合する．

(ii ) ラムダ抽象入x.MにおけるMはできる限り大きくとる．

(iii) M[l]とM[2]は関数適用より結合力が強い．

この約束のもとでは， 以下のような対応となる．

表記 構文構造

�
t

i 入�::;: M,)))

問12.1ラムダ式を文字列の集合とみた場合，上記BNF文法は曖昧である．曖昧の原因

となっている文法規則をすべて指摘し，括弧を付けることによってそれら規則を変形

し，曖昧さのない文法とせよ．

ラムダ抽象入x.M, 場合分け構文(caseM of l(x)⇒ M1, 2(x)⇒ 狛）およ

び名前の束縛構文let x = M1 in M2における変数xは， いずれも，将来与えら
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れる実引数の 値を表す仮の 名前であり， これら変数名自身は重要ではない． この

事情は， 例えば論理式'<tx.P(x)や積分式 J f(x)dxにおけるxと同様である． こ

の ような変数を束縛変数(bound variable)とよぶ．名前の 衝突が起 こらない限り

において，式の中の 束縛変数の 名前を付け変えても，式の 意味は変化しない． 例

えば， J f(x)dxが J f(y)dyと同 一の 意味をもつの と同様に，入x.xは入y.yと同

じ意味である．

束縛されていない変数を自由変数(free variable)とよぶ．自由変数は，文脈に

よって決まる特定の 値を表す変数であり，勝手に名前を替える ことは許されない．

ラムダ式Mに含まれる自由変数の 集合FV(M)は，式の生成に関して再帰的に

図12.1 のように定義される．

FV(c) = 0 
FV(x) = {x} 

FV(入x .M) = FV(M) \ {x} 
FV(M1狛） = FV(M1)UFV(M2) 

FV((MぃM分） = FV(M1) U FV(M2) 
FV(M[l]) = FV(M) 
FV(M[2]) = FV(M) 
FV(l(M)) = FV(M) 

FV(2(M)) = FV(M) 
FV((case M1 ofl(x)⇒ M2, 2(y)⇒ M3)) 

= FV(M1) U (FV(M2) \ {x}) U (FV(M3) \ {y}) 
FV(let x = M1 in M叶

= FV(M1) U (FV(M2) \ {x}) 

FV(fix(M)) = FV(M) 

固12.1 ラムダ式の自由変数の定義

ラムダ式に対する基本的な操作は， ラムダ式の自由変数への代入， すなわちラム

ダ式に現れる自由変数を， 与えられた別の ラムダ式で置き換える操作である．ラム

ダ式Mの中の自由変数xをすべてNで置き換えて得られるラムダ式を[N/x]M

と書く. [N/x]Mの 定義は，Mが束縛変数を含まない場合は，式Mの 構造に従

い再帰的に置き換えを実行するだけでよい．例えば変数お よび関数適用に対する

規則は以下のように与えられる．

§12.2 ラムダ式の定義—157

[N/x]x = N 

[N/x]y = y (x I y) 

[N/x](M1柘） = ([N/x]M1 [N/x]M2 )  

問12.2束縛変数を含まない他の7つの場合の代入の定義を与えよ．

しかしラムダ抽象， 場合分け構文および値束縛の3つの場合は注意が必要であ

る．例えば，以下の 置き換えを考えてみよう．

[(y z)/x](入y.xy) 

入y.xyの中の xを単純に(yz)で置き換えると入y.(yz) yとなる． この 置き換

えの 結果，(yz)の中の自由変数yが束縛変数に変わってしまい，yの意味が変

わってしまっている． この 現象を自由変数の捕捉(free variable capture)とよぶ．

これを防ぐために，自由変数が捕捉されるおそれがある場合は， その原因となっ

ている束縛変数の 名前の 付け替えを行なう必要がある．上記の例では， 変数yの

捕捉を防ぐために，今までに使用されていない名前wを選び入y.xyの 束縛変数

yの 名前を付け替え，入w.xwとした後xの置き換えを行い入w.(yz) wを得る．

束縛変数は仮の 名前であり，名前を付け替えても意味が変わらないから，以上の

処理 によって，式の 意味を変えずに，自由変数の 捕捉を防ぐことができる．

ラムダ抽象に対する変数への 代入の 定義は以下の ように与えられる．

[N/x](入yM)�! 三：｝『:/y]M)

(x = y) 

(x-/= y, y <i FV(N)) 

(x-/= y, z-/= x, y E FV(N)かつ

z rt FV(M), z rt FV(N)) 

ラムダ抽象の最後の場合のzは，自由変数の捕捉を防ぐために導入された新しい

束縛変数である新しい束縛変数は， 任意の， しかし一 定の 仕方で選ぶものとす

る． 変数は可算無限個存在するから， 必要な変数zは常に存在しラムダ式の 代入

は任意の ラムダ式に対して定義される．

問12.3ラムダ抽象の例を参考に，場合分け構文と値の束縛構文に対する変数の代入の

定義を与えよ．
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代入の定義を使って，束縛変数の名前の付け替えによって得られるラムダ式間

の同値関係を厳密に定義する ことができる．ラムダ抽象の場合の 規則は以下のと

おりである．

(a) 入x.M=入 y. [y/x]M (yりFV(M))

これをa同値公理とよぶ．他の束縛変数に対しても同様の同値規則を定義できる．

問12.4他の2つのa同値公理を定義せよ．

これら公理によって生成される同値関係をa同値関係とよび，MiとM2 がa

同値であるときMi 三M2 と書く．以降ラムダ式は こ の同値関係の 下で考え，a

同値なラムダ式は同じもの とみなす． こ の下では束縛変数は自由に選んでよいか

ら，束縛変数に関して以下の ような便宜的な仮定をする．

仮定12.1束縛変数は互いに異なりまた自由変数とも異なる．さらに， この性

質は，ラムダ式の変数への 代入によっても保存される． D

すなわち，例えば［入x.xy/z]入w.wz zのような代入を行なった後に，必ず束縛

変数が重ならないように名前変えが行なわれ，入w.w(入v.vy) (入u.uy)の ような

ラムダ式が生成されるもの と仮定する．こ の 仮定の下では，ラムダ式の変数への

代入は自由変数の 捕捉を心配する ことなく行なう ことができる．

問12.5先に定義したラムダ式の代入は，束縛変数に関する仮定を保存しない．すなわち

MとNが同時に束縛変数に関する仮定を満たしていても，[N/x]Mが束縛変数に関

する仮定を満たすとは限らない．この性質が成り立つようにラムダ式の変数への代入

の規則を変更せよ．

§12.3 ラムダ式の型の解析

ラムダ式の構文構造のみでは，正しいプログラムの 表現として十分ではない．例

えば（入x.x)[l]や（入x.x1)(1,2)のような式は文法上許されるが，不整合を含んで

おり意味の ないラムダ式である． このような不整合を検出し，プログラミング言

語で定義可能なプログラムを，整合性あるもの に限ることができれば，その 言語

で記述されたプログラムの 信頼性を大幅に高めることができる．そのような整合
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性制約を規定するのがラムダ計算の型システムである．型システムを構築するに

は，文脈自由文法より強力な記述力をもったシステムが必要である．その ような

システムの典型を論理学にもとめる ことができる．論理学には，大きく分けて論

理学の記述対象の 性質を調べるモデル論と，論理学によって記述される証明の性

質を調べる証明論がある．プログラミング言語の対象とするプログラムは，構文

論的な対象であるため，その性質の記述には証明論的アプロ ー チが適している．

(a)プログラムと論理学の関係

論理学は整合性を検証する一般的な枠組みであるが，通常の 古典的な論理学に
は， コ ンビュ ー タ上での実行にそぐわない概念が含まれており ，プログラムの整
合性記述システムと相入れない要素を含む．その代表的なものは，背理法や排中

律（すなわち「Pまたは P でない」を常に成り立つ規則として使用する推論方法）
である． この推論を使えば，例えば「砧が有理数であるような無理数a,bが存在
する」という命題を，以下のような議論によって示すことができる．

( i  > (vz)...12 は無理数か有理数かの どちらかである．

(ii )もし(,/2)../2 が有理数なら a=,/2, b= ../うととればよい．

(iii)もし(,/2戸が無理数ならa=(VZ)汲，b=vうととればよい ．

問12.6上記の証明は排中律を使用したものであるが，排中律は背理法と等価である．上
記の証明と等価な証明を背理法を使って記述せよ．

しかしながら， こ の証明からa,bの値を求めることはできない． このような証

明は非構成的であるといわれる． このような推論を禁止し，「P(a)が成り立つa

が存在する」という命題の 証明には，P(a)を成り立たせる aの 値を実際に構成
する ことを要求するように，論理学の 法則に制限を加えて得られる論理学が，直

観主義的論理学である． これは，命題論理学の 場合，従来の 古典論理学から上述
の 排中律（またはそれと同等の推論法則）を取り除いて得られる体系に相当する．

直観主義的論理学では，各論理演算子は以下のように解釈される．

·AっB(含 意命題，AならばB):Aの証明からBの 証明を構成する有限
の 手続きが存在する．
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· AAB(連言命題， AかつB): AとBの 両方の 証明が存在する．

· Av B(選言命題， AまたはB): Aの証明かBの 証明の いずれかと， それ

がどちらの証明であるかを示す情報が存在する．

命題をその 命題の証明の 集合と解釈すると， この 論理演算子の解釈は， それぞれ

以下のようなプログ ラ ミング言語の概念に対応する．

AコB -<=⇒ AからBへの 関数型A→B 

A I\ B -<==⇒ AとBの 直積型AxB

AVE -<==⇒ AとBの直和型A+B

そこで論理演算子の 直観主義的解釈のもとでは， 命題論理学とプログラミング

言語の間に以下のような対応関係を考えることができる．

命題 ←⇒ デ ー タ型

証明 ←⇒ プログ ラ ム

Pは命題Aの 証明 ←⇒ Pは型Aの 値を計算するプログ ラ ム

すなわち， 命題をプログラムの 型とみなせば， 直観主義的論理学における証明は，

その 型の 値を計算するプログ ラ ムとみなせる． この 対応関係により， プログ ラ ミ

ング言語に対して， 論理法則に基づくプログ ラ ムの構成の 正しさに関する推論シ

ステムを構築することができる． これが ラ ムダ計算の型システムである．

論理学の 証明システムはいくつか存在するが， その 中で ラ ムダ式の 論理構造の

記述にとくに適しているもの は自然演繹システムである． 本節では自然演繹シス

テムの概要を説明した後， それにもとづきラムダ計算の型システムを定義する． 論

理学の証明システムとしてより広く使用されているヒルベルト流の公理系は， ラ

ムダ式をコンパイルした後の 実行コ ー ド の 構造の 記述とみなすことができる． こ

の話題は， プログ ラ ミング言語の 実装のモデルを学ぶ第14章で取り上げる．

(b) 自然演繹システム

自然演繹システムを含めた論理学の体系や， その証明論とモデル論の関係は，

本シリ ー ズの姉妹編の 『コンピュ ー タサイエンス入門論理とプログ ラ ム意味論』
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で詳しく解説されているの で， 本書ではラムダ計算と関連の 深い要素のみを概説

する．

以下の BNF文法で定義される命題論理式を考える．

A::= b IQ I AっA[AAA[AVA

ここで，bは与えられた命題定数， aを命題変数をあらわす．

命題を表記する際， つは右結合し， vと A は つより結合力が強いと約束する．

論理学における証明論は， 与えられた仮定からある命題が証明できるか否かを

構文論的に決定するシステムである． △を論理式の 重複を許した有限な集合（重複

集合， multiset)とする． 重複集合には同じ要素が複数存在するが， それらは区別

されるも の とする． 通常の集合と同様に， △にAを加えて得られる集合を△UA 

と書き， Aが重複集合△の 要素であることをAE△と書く． 仮定の集合△から

命題Aが証明できることを，△t>Aと書くことにする． 命題論理学の 自然演繹シ

ステムは， こ の証明可能性を表す関係△r>Aを導く， 以下の形をした規則の集合

で与えられる．

△ 1 C>ふ ・・· △ n C>ふ

△ e>A

この 規則は， △IC> A1から△n C> Anの すべてが証明可能なら， △e>Aが証明可

能であるこ とを表している．

本書では， 純粋な命題論理学の 証明規則に加えて， 対象領域の 性質に応じて導

入される， 非論理的公理 (non logical axiom )を考える. Axを与えられた非論理

的公理の 集合とする. Axにはすべての命題定数が含まれると仮定する．

直観主義的命題論理学の規則の集合を図12.2に与える． 規則(taut)および(Ax)

は， それぞれ△に仮定された命題および公理は証明なしで使用してよいこ とを

表している． その 他の 規則は． 各論理演算子Fについて， その演算子を導出する

(F:I)という名前の規則と， その演算子を使用する(F:E)という名前の規則から

なる． 例えば規則（つ：I)は， AっBを証明するためにはAを仮定に追加してB

を証明すればよいことを表しており， 規則（つ：E)はAつBとAがともに証明可

能ならBが証明可能であることを表している．
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（ 

(taut)△ u AC> A (Ax)△ [> a (a E Ax) 

（つ：I) 
△ UAC>B △ C> AつB △ C> A

（つ：E) 
△ C> AっB △ C> B

( A:I) 
△ t>A △ C> B △ t>AAB

(A:El 
△ t>AAB ） △ C> A

△ t>AAB △ C> A
A:E2) (V:Il) 

△ C> B △ t>AVB 

(v:I2) 
△ I> A 

△ i>BVA 
(V:E) 

△ i>AVB △ UAl>C
△ i>C 

図12.2 命題論理学の自然演繹証明システムN

△ UBJ>C 

この証明システムをNとよび， △I> Aが この証明システムで証明可能である

とき，Nf-△ !>Aと書く. N
・

ト△!>Aなら， Aは△の論理的帰結である こ と

を容易に確かめることができる．

問12.7各命題変数に真(true)か偽(false)を割り当てる関数をnとし， 命題Aのnの
もとでの真偽値[A]TJを以下のように定める．

[a〗T/ = true (a E Axのとき）
[o]TJ = TJ(o) 

[AっB]T/ = { true
false 

[A A B]ri = { true
false 

[A]77 = falseまたは[B]77 = trueのとき
上記以外

[A]rJ = trueかつ[B]77 = trueのとき

上記以外

[AV B]TJ = { true [A]TJ = trueまたは[B]TJ= trueのとき

false 上記以外

任意のnについて， もしすべてのBE△ について[B]TJ= trueなら[A]TJ= true 
であるとき， △ l=Aと書く. N卜△ r> Aなら， △ l=Aであることを示せ，

問12.8論理学において， 常に真である式を恒真式とよぶ． 問12.7の定義を使えば， 論
理式Aが恒真式であるのは， 任意のnに対して[A]TJ= trueとなるとき， と定義で

きる．

古典的な命題論理学の場合， 恒真式はすべて証明可能である． しかし， 直観主義的
命題論理学でば恒真式であっても証明可能でない命題が存在する． その例をあげよ．
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(c) ラムダ計算の型システム

論理学の推論規則は論理的に整合性ある証明の合成方法を記述したものである．

証明をプログラムととらえるならば， それらは， 整合性あるプログラムを構成す

る方法の記述とみなす こ とができる． この見方に従い， ラムダ式の構造が 整合性

をもつか否かを検査する証明システムを定義することができる． これがラムダ計

算の型システムである．

bを整数などの碁底型(b邸e type), aを型変数(type variable)をそれぞれ代表

するメタ変数とする． 命題集合に対応して， 型の集合をメタ変数 T を用いて， 以

下の文法で定義する．

T ::= b IQ IT→ rlrxrlr+r 

命題の表記同様， 型を表記する際は→ は右結合し， xと＋は→ より結合カ

が強いと約束する．

ラムダ式に含まれる各定数cE Constに対して唯 一の型が定義されているもの

とし， cが型Tをもつ定数であることをc:TE Constと書く． さらに， 基底型b

に対しては， その型をもつ定数c:b E Constがあると仮定する．

論理学に おける証明で用いた仮定の集合△は， プログラムの中で使用する変数

の型に関する宣言に相当する． これを変数の型環境とよび， メタ変数I'で表す．

r は形式的には変数の有限集合 から型への関数である．

記法I'{x: r}, I'jxおよびI'j,,でそれぞれ，r をx:rで拡張して得られる関数，

r の定義域を変数の集合Xに制限した関数， および r の定義域をdom(I')\ {叫

に制限してえられる関数を表す． すなわちI'{x: r}(x) = rかつ， X /= yなるy

に対してI'{x: r}(y) = I'(y)であり， dom(I'lx)= X かつXE Xなるyに対
してI'lx(y)= I'(y)であり， r1石=I'ldomげ）\{x}である．

Mが r のもとで型がTをもつ型の正しいラムダ式であることを

I'1>M:r 

と書く． こ の式を型判定とよぶ． ラムダ式の型システムは型判定を導出する証明

システムであり． その規則は， 型と論理式の対応関係に従い自然演繹システムか
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ら機械的に導かれる． 図12.3に型システムの定義を示す． この証明システムをA

とよび，Aで型判定I'C>M:Tが導かれるとき， AI-I'C>M: Tと書く． ただ

し， 以下Aが前後の文脈から明らかな場合は，AI-I'C>M:Tを単にI'C>M:T 

と書くことにする．

(const) I'C> c : T (定数c:TE Constのとき）

(var) I'{x:r}l>x :  r (abs) 
I'{x: Ti} C> M : T2 

I'C>入x.M:内→乃

(app) 
I't>柘：内→T2 妙M2:Tj 

I't>柘M2:T2 

rt>柘： n 妙M2:T2 
I't> (MぃM2): Tj X T2 

(prod) 

(proj 1) 
I't>M:T1 XT2 

妙M[l] : Tj 

I't>M:T1 
I't> l(M): Tj +T2 

(inj2) 
I't>M:r2 

I't> 2(M) : r1 + r2 

(proj2) 
I'C>M:r1 X乃

I'C> M[2] : r2 

(injl) 

(c邸e)
I'[> Af : T1 + T2 I'{x1 : Ti }[>柘： T3 I'{x 2 : T2} t> M2 : T3 

I'[> (case M ofl(x 1)⇒ Mi , 2(x 2)⇒ M2): T3 

(fix) 
I't>M:T→T 
I'C> fix(M) : T 

図12.3

(let) 
rt> M1 : T1 r{x: Ti } t>狛： T2 

I't> let X = M1 in M2 : T2 

ラムダ計算の型導出システム

(canst)から(case)までの規則は， 自然演繹システムにおける( taut)から(V:E)

までの規則に対応している． 規則(fix)は， 各Tに対して型(T→T)→ Tをもつ

定数fix<T→ r)→T の存在を仮定するのと同値であり， 型理論的には定数の推論規

則に含まれる． また規則(let) は，let x = M1 in M2を（入x.M2)M1の別記法

とみなせば， 規則(abs)と規則(app)を組合せたものに他ならない． したがって，

この型システムの定義は前節の自然演繹システムと同一であることがわかる．

定数のもつ 型の集合 {TI c: TE Const}と命題論理学の非論理的公理の集合

Axの間， および型変数の集合と命題変数の集合の間にそれぞれ1対1の対応関

係があれば， 型の集合と命題の集合は， 前述の対応関係によって 1 対 1 に対応す

る． この仮定の下で， 命題Aに対応する型をmと書き， 型Tに対応する命題を

§12.3 ラムダ式の1りの陪析—165

ふと書く． 与えられた仮定のリスト△ に対して， r△ を以下のように定義する．

几= {x;: TA I A E△, Xiはすべて異なる｝

また与えられた型環境 r に対してその変数を消去し， 型を対応する命題で置き換
えて得られる型の重複集合を△rと書く． △の中の命題の順序は同一視するから

△rは唯 一定まる．

以下の定理はCurry-Howard同型関係として知られている性質の1つである．

定理12.2もしN卜△C>AならあるMがあってA卜r△ [> M : TAである．
逆にAI-I't>M:TならNI-△rt>んである． nu

この性質は両者の証明システムの規則が1対1に対応していることからほぼ明
らかであろう．

このような型判定に関する性質を厳密に証明するためには， 多くの場合帰納法
が用いられる． 式や証明などの構文論的な対象は， それらを生成する規則を有限
回使って得られたものである． そこで， これら構文論的対象の大きさを， その生成
に使用された規則の回数と定義する． 大きさは 1 以上であるから， この大きさに
関して帰納法を使用することができる． ラムダ式の大きさに関する帰納法を， 式
の構造に関する帰納法， 型判定の証明の大きさに関する帰納法を， 型判定の導出
に関する帰納法とよぶ． ラムダ式の型判定に関する多くの性質は， このいずれか
によって証明可能な場合が多い． 読者は以下の証明を吟味し， その方法を習得す
ることを勧める．

補題12.3もしI'l>M:Tなら， FV(M) �dom(I')である．

［証明]I'1>M:Tの導出に関する帰納法によって証明する. I'l>M:Tの導
出の最後に使用された推論規則により， 場合分けを行なう．

(const)の場合 I'l>c:Tであり， FV(c)= 0�dom(I')である．

(var)の場合. M三 xかつI'=I''{x: T}であり，FV( x )= {x}�dom(I''{x:
T})である．

(abs)の場合. M三入x.M1 かつ， あるT1 ,T2があってT= T1 → 72, I'{x ;
Ti}[>柘： 72である． 帰納法の仮定より， FV(M1 ) �dom(I'{x:Ti})である．
したがってFV(入x.M1 )= FV(Mi) \ {x}�dom(I')である．



166-り'l 12滸型イ• J きラムダ，iltl

(app)の場合. M 三 M1 M2かつ，あるmがあってI'[>払： m →  T, 

I't>柘： T1 である．帰納法の仮定よりFV(M1 )�dom(I')かつFV(M2)�

dom(I')である．よってFV(M1 止）�dom(I')である．

(prod) の場合. M 三 (M1 , M2)かつ，あるT1 ,T2があってT = T1 X Tか

I'[> M1 : T1 かつ妙M2: T1 である．帰納法の仮定よりFV(M1)�dom(I')

かつFV(M1 )�dom(I')である．よってFV((Mi, M2))�domげ）である．

(projl)の場合. M三Mi [l]かつ，ある乃があってI't>柘： TX 72である．

帰納法の仮定よりFV(M1 )こdom(I')である．よってFV(M1[l])= FV(M1 )� 

dom(I')である. (proj2)の場合も同様である．

(injl)の場合. M 三 l(MかあるT1 ,T2があってT= Tl +T2かっI't>払： T1 

である．帰納法の仮定よりFV(M1)�dom(I')である．よってFV(l(M1)) = 

FV(M1)�domげ）である.(inj2)の場合も同様である．

(case)の場合. M = (case Mo ofl(叫⇒M1, 2(x 2)⇒狛）かつ，ある

Ti, 72があってI'[>Mo : Ti+ T2, I'{x 1: ri} [>払： r, I'{x 2: r2} t>砧： T 

である．帰納法の仮定よりFV(Mo)�dom(I'), FV(M1)�dom(I'{x 1 : ri}), 

FV(M2)�dom(I'{x 2: 叫）である．よって

FV(M) = FV(Mo) U (FV(M1) \ {叫） U (FV(M2) \ {叫）�dom(り

である．

(fix)の場合. M三fix(M1 )かつI't>払： T→ Tである．帰納法の仮定よ

りFV(M1 )�dom(I')である．よってFV(fix(M1 ))= FV(M1 )�dom(I')で

ある．

(let)の場合. M三let x = Mi in M2かつ，あるmがあってI't>払： T1 

かつI'{x : n} t>狛： Tである．帰納法の仮定よりFV(M1)�dom(I'),

FV(M分�dom(I'{x:ri})である．よって

FV(let x = M1 in M2) = FV(M1 ) U (FV(M2) \ { x })�dom(I') 

である．

問12.9上記の証明にならい，定理12.2を証明せよ．

＇
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以下の 2つの補題も同様に証明で きる．

補題12.4もしI'i> M : Tかつx <f.domび）ならI'{x : r'} I> M : rである．

D 

補題12.5もしI'1>M:rかつFV(M)�XならI'lx I> M: rである. D

y ff_ dom(I')のとき ，rの領域の要素xをy に替え て得られる関数を[y/x]I'

と書く．厳密には以下のように定義される．

[y/x]I'= 
{� 固y:I'(x )} 

(x r/. dom(I')のとき）

(x E dom(I')のとき）

変数の名前替えに関して，以下の性質が 成り立つ．

補題12.6もしI't> M:Tかつy (/; dom(I')なら，[y/x]I't>[y/x]M : Tで

ある．

［証明］式Mの構造に関する帰納法による．ラムダ抽象以外の場合は練習問題

とする．

入x.M1の場合.x (/; dom(I')のとき は [y/x]I'=I', [y/x](入x.M1 )=入x.M1で

あり，成 立 する.x E dom(I') と仮定する.x (/; FV(入x.Mi )であるから，補題12.5

より，Tixt>入x.M1:Tである．よって，補題12.4よりr1百{y:I'(x )}t>入x.M1:

T, すなわち，[y/x]I't>[y/x](入x.M1 ) : Tである．

入z.Mぃ z -Ix , z -I y の場合． 型システムの定義より，あるTJ,T2があって

T = TJ→ T2 かつI'{z:n}t>払： T2である. [y/x](I'{z: Ti})= ([y/x]I'){z: 

叫であるから，帰納法の仮定より([y/x]I'){z:Ti} t> [y/x]M1 : T2である．規則

(abs) より[y/x]I't>入z.[y/x]M1 : T2である．また[y/x](入z.Mi)=入z.[y/x]M1

である．

入y.MぃX -/c y の場合． 型システムの定義より，あるTI,T2 があってT = 

m→ T2 かつI'{y : Ti} [>払 ： T2である.wを新しい変数 とする．帰納法

の仮定より，[w/y](I'{y: Ti }) t> [w/y]M1 : T2 である.y (/; dom(I')であるか

ら，[w/y]げ{y : Ti}) = I'{w : Ti}であり，I'{w : Ti} t> [w/y]M1 : T2 であ
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る. y (/. dom(I'{w: ri})であり， また，[w/y]M1の大きさはM1と等しいから，

[w/y]M1 に対しても帰納法の仮定が使えて，[y/叫(I'{w: n})l>[y/x]((w/y]M1 ) : 

T2, すなわち([y/叫り{w: r1 } l> [y/x]([w/y]M1) : r2である． 規則(abs)より

[y/x]I'l>入w.[y/x]([w /y]M1): 内→ T2である． ラムダ式の代入の定義より，

[y/x]I'l> [y/x](入y.M1): T1 → T2である. I 

問12.10補題12.6証明の残りの場合を示し， 証明を完成せよ．

以上の性質を用いて， 以下の重要な性質が証明できる．

補題12.7 (型に関する代入補題）もしI'{x : r1} C> M 1 : r2かつI't>M2: ri 

なら，I't>[M心]M1 :r2である．

［証明] M1 の構造に関する備納法により証明する． 以下， 変数とラムダ抽象の

場合を示す．

xの場合 型システムの定義よりT1= T2であるから， I't>M2:r2, すなわ

ちI't>[M叶x]x: r2, 

y (y :/= X)の場合 補題12.4および12.5より I'C>y : r2, すなわちI't>

[M土]y: r2. 

入x.M。の場合 x </. FV(入x.M)であるから， 補題12.5より，I't>入x.Mo: rか

すなわちI't>[M叶x](入x.Mo): r2である．

入y.Mo,x =I= yかつy </. FV(M2)の場合 型システムの定義より， ある吋，Ti

があって， 乃＝吋→ Ti, I'{X : 内}{y: ri} t>恥： Tiである. x:/=yで

あるからI'{x: r1}{y: ri} = I'{y: Ti}{x: 内｝． 補題12.4および12.5より

I'{y : ri} C>狛： T1, よって帰納法の仮定より， I'{y: ri} t> [M叶x]Mo:T名．

規則(abs)より， I't>入y.[Mサx]Mo : r2, すなわちI't>[M叶x](入y.Mo) : r2が

成り立つ．

入y.Mo,x :/= y, y E FV(M2)の場合 型システムの定義より， ある 吋，Ti

があって， 乃＝吋→ 佑I'{x: ri}{y : ri} t> Mo : Tiである. z をいず

れの型判定にも現れない新しい変数とする． 補題12.6より， r1可{x: ri}{z : 

吋}C> [z/y]Mo : T名, Z :/= Xであるから，店{z:Ti}{x: r1 } C> [z/y]Mo : Ti, 

補題 12.4より I'{z: Ti}{x : ri} C> [z/y]Mo : ri, z </. FV(M2) であるか
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ら， 補題12.4および12.5より， I'{z : Ti} t> M2 : T1. また， 式[z/y]M。 の

大きさ は M。と同 ーであるから， [z/y]M。 に対する帰納法の仮定より， I'{z: 

Ti} t> [M心J([z/y]Mo): Ti. 規則(abs)より I't>入z.[M五([z/y]Mo): T2. 

式の代入の定義より， rt>[M2/x](入y.Mo): T2. I 

問12.11補題12.7の証明の残りの場合を示し， 証明を完成せよ．

(d)束縛変数と変数の静的スコ ー プ規則

ラムダ式はa同値性のもとで考える． したがって， 型システムが妥当であるた

めには，a同値なラムダ式はすべて同一の型をもたねばならない． 以下の命題は
こ の性質を保証するものである．

命題12.8 I't>入x.M:Tかつy (i FV(M)ならI't>入y.[y/x]M:Tである．

0 

さらに型システムの定義の形から， 部分の型がすべて等しければ全体の型も等

しい こ とを容易に確かめる こ とができる． したがって以下の性質が言える．

命題12.9もしI't>M:TかつM三NならI't>N:Tである．

問12.12命題12.8と12.9を証明せよ．

D

命題12.9より， 型に関してもa同値なラムダ式は同一 視してよい こ とが保証

される． この こ とから， プログラミング言語のモデルである型付きラムダ式に対

しても， 以前定義した束縛変数に関する仮定（仮定12.1)をしても構わないことが

わかる． こ の性質に基づき， ラムダ式をa同値性に関する同値類とみなし， 束縛

変数に関する仮定を満たすものを， その代表元として使用する こ とがよく行なわ

れる．

a同値なラムダ式は同一の意味をもつから， ラムダ計算の型システムをこのよ

うに定義しても， 理論的には 一般性を失う こ とはない． しかしながら，a同値性

を型システムの定義以前に仮定するシステムは， プログラミング言語の構文論的

モデルとしてば必ずしも妥当ではない．

MLのように（関数）定義を入れ子にできる言語を， ブロック構造(block struc­

ture)をもつ言語とよぶ． 従来のプログラミング言語であるCやPASCALなどを
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含めたほとんどすべての高水準言語は， プロック構造をもつ言語である． プロッ

ク構造をもつ言語では， 同一名の変数を複数回定義することができる． したがっ

て結果として構成されるプログラムは， 同一の束縛変数が複数現れることがあり，

束縛変数の仮定を満たさない．

こ のような場合， 同 一名の変数の定義の有効範囲を重なりなく決める規則が必

要となる． 変数の有効範囲を， その変数のスコ ー プ(scope)とよぶ． 通常のプログ

ラミング言語では， 変数定義の有効範囲を， その構文構造から決まる有効範囲の

中で同 一の名前が再定義されている部分を除く範囲と定める． こ の規則を， 変数

の静的スコ ー プ規則とよぶ． この静的スコ ー プ規則においては， 変数を囲む最も

内側の定義が有効となる．

例えば以下のMinimal0 の関数定義を見てみよう．

(fn x => fn y => (x, (fn (x,z) => x * z) (x,y))) 2 3 

この例ではxが 2 回定義され 3 回使用されているが， 静的スコ ー プ規則の下では

最初と最後の使用に対しては最初の定義が有効であり， 2回目の使用に対しては

2回目の定義が有効である． この静的スコ ー プ規則は， プログラムを階層的に作

成していく上で有効であり， ほとんどすべてのプロック構造をもつ言語で採用さ

れている．

a同値性を最初から仮定しない A の型システムの定義は， 以上の変数の静的ス

コ ー プ規則を正確に表現している． 束縛変数を導入する規則における記法I'{x:r}

は， r にすでにxに対する仮定があれば， それを無効にし新たな仮定を追加する

効果がある． こ れによって静的スコ ー プ規則が実現される． 例えば， 上記のプロ

グラムは以下のラムダ式で表現される．

（入x.入y.(x, (入x.mul(x[l],x[2J))(x, y))) 2 3 

この式に対する型の導出を考えればわかるとおり， 2つ目の入xの内側に現れる

x(l]とx(2]の中のxはintx intの仮定の下で型チェックされ， 内側の入xの定

義に対応した変数として扱われている．

問12.13上記ラムダ式の型の導出を計算し， この性質を確認せよ．
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しかしながら， 型チェック済みのプログラムの意味などを論じる場合は， 束縛

変数の名前は重要ではない． そこでこれ以降の議論において， プログラムの束縛

変数に関して， 以前説明した仮定（仮定12.1)をする． この仮定のもとでは． 規則

(abs)やその他の束縛変数を導入する規則において導入される束縛変数は， 自由

変数の型を与える型環境 r に現れないから， これら規則における記法I'{x:r}

は， r に， x fJ dom(I')なる変数xに対する型宣言X:Tを追加して得られる型

環境としてよい．

§12.4 ラムダ計算の意味論

型理論的分析に基づくそのプログラムの型の整合性制約によって， プログラミ

ング言語の構文構造は厳密に定義される． すなわちあるI',TがあってI'!>M:T

となる型の正しいラムダ式が， 正しく書かれたプログラムである． プログラミン

グ言語の定義を完成させるためには， このような型の正しいラムダ式の意味を定

義する必要がある．

第 10 章で概説したとおり， 広い意味でのラムダ計算の意味論には公理的意味論，

表示的意味論および操作的意味論の 3 つがある． この中で操作的意味論はプログ

ラミング言語の実装に深く関係しており， 意図する実装のモデルによって種々の

定義が可能である． そこで操作的意味論は第14章の実装方式のところで解説する

こととし， 以下， 本章では公理的意味論と表示的意味論の枠組の概要を解説する．

(a) f3 簡約関係と公理的意味論

ラムダ計算は計算可能な関数のモデルである． 数学におけるグラフとしての関

数と違い， 関数が値を計算する過程が， ラムダ式を別のラムダ式に変形する操作

としてモデル化される． 変形規則は， ラムダ計算の各式構成子の意図する意味に

したがって， 図12.4のように与えられる．

(/3)は関数の仮引数を実引数で置き換える， 関数適用の自然な規則である. (fix) 

は， 各種繰り返し構文や再帰関数を実現するための規則である． その他の規則は

それぞれ直積型および直和型デ ー タの操作を表現する自然な規則である．

ラムダ式Mの一部に上記の規則を適用してラムダ式Nが得られるとき， Mは
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({3) (入x.M) N⇒ [N /x]M 

(fst) (M1, M2)[l)⇒ M1 

(snd) (M1, M2)[2)⇒ M2 

(easel) (case l(Mi) of l(x)⇒ M2, 2(y)⇒ M3) =c> [M土)M2

(case2) (case 2(M1) ofl(x)⇒ M2, 2(y)⇒ M3) =c> [Mi/y)M3 

(fix) fix(M)⇒ (M fix(M) ) 

図12.4 ラムダ計鉢の変形規則

Nに1ステップで商約されるといい，

M→N 

と書くことにする． この関係を聞潔に表現するためにラムダ式の文脈を定義する．

文脈とは， 注目するラムダ式を囲むラムダ式のことであり， 形式的にはラムダ式

を埋め込むべき穴を含むラムダ式である． 文脈は以下のBNF文法で与えられる．

C ::=[ ]I (入x.C)I (CM) I (MC) I (C,M) I (M,C) I C[l] I C[2] 

I l(C) I 2(C) I (case C ofl(x)⇒ M, 2(x)⇒ M) 

I (case M ofl(x)⇒ C, 2(x)⇒ M) 

I (case M ofl(x)⇒ M, 2(x)⇒ C) 

I let x = C in M I let x = Min C I fix(C) 

ここで［］はラムダ式が埋め込まれるべき穴を表す． 文脈Cの穴にラムダ式Mを

埋め込んで得られるラムダ式をC[M]と書く. 1ステップ節約関係を， この文脈

を使い， 以下のように定義する．

M⇒N 

C[M]→ C[N] 

ラムダ計算の表現する計算の基本である蘭約関係は， この1ステップ簡約関係

の反射的推移的閉包M二→Nである． この関係は， Mに0回以上の1ステップ

簡約を施してNが得られることを表す. M-→NとなるNが存在しないとき，

Mは正規形(normal form)であるという. M二.+NでかつNが正規形であると
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き， M.IJ-Nと書く． 正規形のラムダ式は， これ以上計算する余地のない式であ

り， プログラムの最終結果の表現とみなすことができる．

関係M.IJ-Nが， ラムダ計算におけるプログラムの行なう計算のモデルである．

以下の性質が， この見方の妥当性を保証している．

命題12.10任意のラムダ式 Mについて， MJJ.N1 かつMJJ. 凡なら， N1三

N2である. D

この命題は， 以下の定理の直接の帰結である．

定理12.11 (合流性）任意のラムダ式 M について， もし M二→凡かつ

M今凡なら， N1今N3, N2今的かつN3 三凡となるN3,l\りが

存在する． ［］ 

この定理の証明には種々の準備が必要でありここでは省略する．

問12.14命題12.10が定理12.11の直接の帰結であることを確かめよ．

ラムダ式の公理的意味論は， この簡約関係を用いて定義される． われわれの興

味の対象は， 型付けされたプログラムの意味である． そこで， 型付きのラムダ式，

すなわち型判定I't>M:Tに関する公理的意味論を定義する． 型付きラムダ式

I't>M:TとI't>N:Tが等しいことを

I't>M=N: T 

と書く． 型付きラムダ計算の公理的意味論は， この形の式を導出する証明システ

ムである． 推論規則の集合を図12.5に与える． 規則( axio m)は変換可能なラム

ダ式が等しいことを表している． 規則 (ref), (sym), (trans)は等式理論における

反射律， 対称律， 推移律に対応する規則である． 規則(co ng)は部分が等しい式は

等しいことを表している．

(b) ラムダ式の表示的意味論

ラムダ式の表示的意味を定義するためには， ラムダ式が表示すべき値の集合で

ある意味領域を定義する必要がある． われわれが定義したラムダ計算は型システ
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re>柘： T I'[>狛： T 柘⇒ M2 
(axiom) 

I'C>柘=M2: T 

(ref)妙M=M: T 

I'C>恥= M2: T
(sym) 

I'C> M2 = M1 : T 

(trans) 

(cong) 

rt>柘= M2: T 心M2= M3: T 
I't>柘=M3: T 

I't>M=N:T 
rt> c[MJ = C[NJ : T' 

図12.5 ラムダ式の公理的意味論

ムをもつシステムであるから， そのためには各型Tに対応する値の集合A T を定

義しなければならない. Aの型の集合には型変数が含まれている． 型変数aは任

意の型を代表する型であり， その意味領域A "' はaの解釈に依存する． そこで，

意味領域を， 型変数を含まない型についてのみ定義し， 型変数を含む型の領域は

その中の型変数の解釈によって与えられる型の領域と考える．

Typesを以下の文法で与えられる型変数を含まない型の集合とする．

P ::= b IP→ Plpxplp+p 

この型を基礎型とよぶ． 型の意味から， 各基碇型は以下のような集合に対応する

と考えられる．

A b 

AP ! → P 2 

A PI XP2 

A PI +P 2 

基底型bをもつ定数の集合

APlからAゆへの関数の集合

APIと炉の直積集合APIX AP 2 

AP'とAP 2の直和集合APl+ AP 2 

しかし残念ながら， このような単純な集合論的構造のみでは， Aの式の意味を解

釈するための意味領域は構成できない． その主な理由は， このようにして構成さ

れた集合ではfix(M)を解釈できないことである． 公理的意味論から， fix(M)=

M(fix(M))が型p→pをもつ任意の式Mに対して成立しなければならない． も

しMが関数であるなら， fix(M)はその関数を適用しても変化しない点， すなわ
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ち関数Mの不動点である． したがって， この条件は， 領域AP→P に属する関数

はすべて不動点をもつことを要求している． しかしながら集合論的に定義可能な

関数は， 一般に不動点をもつとは限らない． 例えば与えられた自然数に1を加え

る関数などは， 通常の集合論的解釈のもとでは不動点はもたない．

Aの意味領域を構築するためには， AP→pを， この型をもちうるすべてのラム

ダ式の意味を含むほど大きく， かつこの領域に属する関数がすべて不動点をもつ

ような集合に制限する必要がある． このような条件を満たすAの意味領域を構成

する問題は， それ自身興味深い重要な問題であるが， このテ ー マは本シリ ー ズの

姉妹編の『コンピュ ー タサイエンス入門論理とプログラム意味論』で詳しく扱わ

れているので， 本章では意味領域の構築は行なわず， 意味領域の満たすべき条件

と， それに基づき導かれる意味の定義の性質の概要を述べるにとどめる．

Aの意味領域を以下の性質を満たす型でインデックスされた集合の集合

A = { AP I p E Types} 

と定義する．

(i ) APl→ P 2はAPlからAP 2への関数の集合である．

(ii)任意のp1とp2に対して3つの関数

Prod九P 2E APl X AP2→ APl Xp2 

Proj('いP 2E APl Xp2→ APl 

Projr ,P2 E APl Xp2→ AP 2

が存在して， 任意のxEA八yE A P2 に対して以下の等式が成立する

Proj;'いP 2(ProdP1,P 2(x,y))= x 

Proji1,P 2(ProdP1,P2(x,y)) = y 

(iii)任意のP1,P2,p3に対して以下の3つの関数が存在して

CaseP1 ,P 2 ,P3 E AP1 +P 2 x AP1→ P3 X A匝 →P3→ AP3 

Injf'いP 2E API→ A PI +P 2 

I nj�1 ,P 2 E AP 2→ A P1+P 2 
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任意のX E API, y E AP2, f E API → P3, g EA匝 → P3に対して以下の等式

が成立する

CaseP1,P2,Pa (Inj{'''P2(x),f,g) = f(x) 

CaseP1 ,P2,Pa (Inji',P2 (y), f, g) = g(y) 

(iv)任意のpに対して，不動点演算子

FixP E AP→ P → AP 

が存在して任意の f E AP→pに対して以下の等式が成立する

Fi砂(f)= f (Fiが(!))

(V)任意のc: TE Constに対してもEAT が存在する．

つぎに意味領域AのもとでのAの式の意味の満たすべき条件を定義する．最
も基本的な条件は，型 Tをもつ式の意味は領域AT の要素となることである．型
Tは 一般に型変数を含んでいるので，Tに対応する領域は Tの型変数のとる値に
依存する．型変数の解釈関数¢を型変数の集合からTypesへの関数とする.¢の
下での Tの意味[r]¢を，Tの中の型変数aを¢(a)で僅き換えて得られる基礎
型と定義する．以下の議論では¢は 1 つ固定されているものとし， [ r]¢を単に T
と書くことにする．

式は自由変数を含んでいるので，式の意味はその式に含まれる自由変数に代入
される値に依存する.Aを意味領域としたとき，自由変数にAの要素を対応させ
るA環境 n を，変数の集合Varの部分集合からLJ{AP I p E Types}への関数

とする.A環境nが条件，

dom( TJ ) = dom(I')かつ，任意のxE dom( TJ )についてTJ (X)E AI'(x) 

を満たすとき n は r を満たすといい， TJ Fr と書<.I'1>M:Tを任意の型判
定，n を TJ Fr なるA環境とする．意味領域Aにおける n のもとでのAの型
判定I'!>M: Tの意味をA[I'[>M : T]TJと書く．型判定の意味は，型判定の導
出に関して再帰的に図 12.6 のように与えられる．

A[I'l>c: r]TJ=C 
A[I'I> x : r]TJ = TJ(x) 
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A[I'I>入x.M: r1→ r2]TJ = v E AT1にリ{x: ri} I> M : r2]TJ{X: v} 
を対応させる関数

A[I'I>柘M2: r]TJ = A[妙M1: Tj→ r]TJ(A[I'I>狛： r1]TJ) 
A[I'I> (M1, M2) : r1 X r2]TJ = Prod加2(A[I'1>柘： ri]TJ, 

A[I'I>珀： r2]TJ ) 
A[I'I> M[l) : ri]TJ = Proj戸(A[I'I>M : 町X r2]TJ) 
A[I'I> M[2] : r2]TJ = Proj戸(A[I'I>M : r1 x r2]TJ) 

A[I'I> l(M) : r1 + r2]TJ = Inj; 戸2(A[妙M: r1]TJ) 
A[I'I> 2(M) : Tj十r2]TJ= Inj戸(A[作M: r2]TJ) 

A[I'I> (case M1'ofl(x)⇒ M2, 2(y)⇒ M3) : r3]TJ 
CaseTJ,T江3

(A[妙M1: 内＋叫T/,
A[I'I>入x.M2: r1→ T3]TJ, 
A[I'I>入y.M3: 乃→ r3]TJ) 

A[I'I> fix(M) : r]TJ = Fiが(A[昨M: T→ r]TJ) 

図12.6 ラムダ計算の表示的意味論の定義

こ の意味の定義が常に可能であるとは限らない．それは関数型が必要な関数を
含んでいるとは限らないためである.I'I>入x.M: r1→ T2の形の任意の型判定

に対してその意味に対応する関数が領域A打→
T2に存在すると，意味の定義に関

する上記の等式は，型判定の導出に関する再帰的な定義となる． こ のとき，意味
領域AをAのモデルとよぶ．

この意味の定義は型判定の導出に対するものであるが，同一の型判定に対する
導出の意味は等しいことを示す こ とができる．したがって，型判定I'1>M:rと
r を満たすA環境の任意の組に対して唯 一の意味が定義される．

(c) 公理的意味論と表示的意味論の関係
表示的意味論は，式の意味を数学的な対象として直接定義する意味論であり，論

理学におけるモデル論に対応する． こ れに対して公理的意味論は，言語の文法構

造に従って定義された構文論的意味論であり，論理学における証明論に対応する．

論理学における証明論と意味論の関係同様，公理的意味論と表示的意味論の間に
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は健全性 と完全性の2つの 関係が考えられる．

証明システムが表示的意味論に関して健全であるとは． 証明可能な命題が， す

べてのモデル で真であることを意味する. Aの公理的意味論 は プログラムの当然

満たすべき制約であり， したがって表示的意味論に関して健全でなければならな

ぃ． これに対して， 証明システムが完全であるとは， すべてのモデル で真である

任意の命題が証明可能であることを意味する．

AをAのモデルとする. I'を満たす任意のA環境 nについて．

A[妙M: r]TJ = A[妙N:T〗1J

が成り立つとき．

ApI'C>M=N: T 

と書く． これ が任意のモデルAに対して 成立するとき，等式I't>M=N:Tは

モデル論的に恒真であるといい，

pI't>M=N: T 

と書く． 公理的意味論の健全性は，卜I't>M=N:TならpI't>M=N:Tで

あるこ とを意味し， 公理的意味論の完全性は，pI't>M=N:Tなら卜I't>M= 

N: Tであることを意味 する．

完全性は，公理的意味論 がプログラムの意図する すべての性質を表現している

ことを意味する強い性質であり，一般に成立しない場合が多い.Aの公理的意味

論も表示的意味論に関して完全では ない．

問12.1s 1= rt> M = N : Tであるが卜I't>M=N: Tではない例をあげよ．

以下Aの公理的意味論の健全性を証明する． そのためには， すべての公理が恒

真であることを示す必要がある．

以下の補題は． 公理((3)の 恒真性を示す上で有用である．

補題12.12(意味に関する代入補題）TJ Frを満たす任意のA環境 nに対

して
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この補題は， 補題12.7と同様Mの構造に関する帰納法で証明できる．

問12.16補題12.7の証明を参考に補題12.12を証明せよ． ただし，§12.2で説明した

束縛変数に関する約束を仮定してよい．

定理12.13(公理的意味論の健全性）もし卜I'l>M=N:rなら，I=I'I> 

M=N: Tである．

［証明］公理的意味 論の各公理の両辺の意味が等し<' かつ各推論規則が意味の

同値性を保存することを示すことにより証明する． 等式理論の公理および推論規

則は自明である． 以下，公理((3)と(fix)について証明する． 他の公理は練習問題

とする．

((3)の場合.A I-I't>(入x.M)N:rと仮定する． 型システムの定義より あるT1,T2

があってI'{x:ri}t>M : r2かつ昨N:T1である.Aを任意のモデル，n をr

を満たす任意のA環境とし，A[I't>N: ri]r, = d, A[I't>入x.M:r1→ r2]T/ = f 

とすると以下の等式 が成り立つ．

A[I' t> (入x.M)N: r2]T/ = f (d) 

= A[I'{x: ri} C> M : r2]r,{x: d } 

= A[I' t>  [N/x]M : r2]T/ (補題12.12 より）

以上より，I===rt> C入x:r1.M)N = [N/x]M : r2が成り立つ．

(fix)の場合. A I- r C> fix(M) : Tと仮定する． 型システムの定義よりA I­

I' t> M:r→Tである.Aを任意のモデル，T/をrを満たす任意のA環境と

し，A[妙M:T→ r]r, = fとおく． 以下の等式が成立する．

A[I' t>  fix(M) : r]TJ = Fiが(!) (意味の定義より）

= f(Fiが(!)) ( Fiがに関する 仮定より）

= A[妙M(fix(M)): r]TJ (意味の定義より）

よって I=I't> fix(M) = M(fix(M)) : rである． ＇

 A[I'[> [N/x]M : T2]TJ = A[I'{x: Ti}[> M : T2]ri{x: A[妙N: n]ri} I 問12.17他のすべての公理も健全であることを示し， 定理12.13を完成せよ．

が成立する. D 
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§12.5型システムとラムダ式の意味との関連

ラムダ計算の型システムは， ラムダ式の構文構造のみによって定義された論理
システムである． このような型システムを静的型システムとよぶ． 静的型システ
ムは， プログラムを実行することなく， そのプログラムを実行した結果の型に関
する性質を演繹するシステムである． 例えばラムダ式

（入f.入x.f (f x)) (入x.x)1 

に対して型システムは（任意の型環境のもとで） int型を演繹する．プログラムの
型の静的な演繹システムが意味をもっためには，それが正しくなければならない．
すなわち， 型システムが静的に演繹した型が， 実際にプログラムを実行して得ら
れる型と一致していなければならない． 上の例でいえば， 実際にこのラムダ式を
プログラムとして実行した結果はint型のデ ー タであることを保証するものでな
ければならない． この性質を保証するのが型システムの健全性である．

公理的意味論の場合は， その定義の中に型が同 ーであることが含まれており，自
明の性質である． 表示的意味論に対する型システムの健全性は， 以下の性質であ
り， やはり表示的意味論の定義よりほぼ明らかである．

命題12.14もしI'1>M:Tなら任意のAのモデルAとr, Fr なるA環境
nに対してA[I'I>M : r]r, Eがである．

型システムの健全性は， 主に型と無関係に定義されたラムダ式の意味論に関し
て論じられる．その代表は以下に論ずる簡約関係と， 第14章で展開する操作的
意味論である．

ラムダ式の簡約関係は， ラムダ式の表現するふるまいを直接構文論的に定義し
ているものであり， ラムダ式の意味の定義とみなすことが可能である． 簡約関係
は， 型システムと無関係にすべての型なしラムダ式の集合に対して定義される関
係である． 通常のプログラミング言語の実装においても， プログラムの動作は，
型の制約とは無関係にプログラムの構造のみによって決定されるのが普通である．
このような意味論に対する型システムの健全性は， 型システムの正しさを保証す

D
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る重要な性質となる． 簡約意味論の場合， 型システムの健全性は以下の型保存定
理で示される性質である．

定理12.15 (型保存定理）もしI't>M:TかつM二→NならI't>N:Tで
ある．

この定理の証明のために， 各簡約公理が型を保存することを示す．

D

補題12.16
( i )もし r r> (入x.M)N: rならr r> [N/x]M : rである．
( ii )もし r r> (M1, M2 )[1J : rならI' r>払： Tである．
(iii)もし r r> (M1, M2 )[2] : rならI' r>柘： Tである．
(iv)もしI'r>(casel(M) ofl(x)� 払，2(y)⇒M2 ): TならI'r>[N/x]M1:

Tである．
(V)もしI'r>(case2(M) of l(x)⇒ M1, 2(y)⇒ 狛）： TならI'r>[N/y]M2

Tである．
(vi)もしI'[>fix(M) : rならI'[>M(fix(M)) : rである． D

この結果から，1ステップ簡約関係が型を保存することをラムダ式の文脈に関
する帰納法によって示すことができ， 定理12.15を簡約の長さに関する帰納法で
示すことができる．

問12.18
( i)補題12.16を証明せよ．
(ii)補題12.16を使い定理12.15を証明せよ．

以上の型保存定理によって， 型の同 一性を公理的意味論の定義から除くことも
可能である． すなわち， 規則 (axiom)を

A卜I' C> 払： T M1 ===:> M2 (axiom) 
I' C>  M, = M2 : T 

と変更し， 公理的意味論の定義をこの規則および以前定義したその他の規則によっ
てI'C>払=M2:Tの形の式を(A卜I'C>払： TとA卜I'C>狛： Tを仮定せず）
導出する証明システムと定義することが可能である．この場合，I'C>·M, = M2 : T 
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が証明可能であればA卜rt> M1 : rかつA 1-rt> M2 : rであることを証明す

ることができる．しかしながら，節約関係の逆関係は型を保存するとは限らない

から，公理的意味論の規則(axiom)を

A卜I't>払： T M2⇒ M1 
(axiom) 

rt> M1 = M2 : r 

と変更して得られるシステムは意味をなさない．

問12.19 A f-- r 1> M1 : T かつM2 二 M1 であってもA卜 r 1> M2 : T とならない

例をあげよ．

簡約関係の 逆関係も型を保存するようなラムダ式の集合を考える． この集合は型付

け可能なラムダ式の集合{MIある r とTに対してAトI't>M:T} の 部分集合で

ある.Mが満たすべき十分条件をMの 構文論的性質として与えよ．

以上証明した型保存定理は，主にプログラミング言語の観点から論じられる性

質であるが， 以前学んだ型付きラムダ計算と自然演繹証明システムの関係によれ

ば， 型を保存したラムダ式の簡約は同 一 の命題の証明の変換に対応するはずであ

る．これが証明の標準化である．

各論理接続子Fについて，(F:I)規則でFを導入した後(F:E)規則でFを取

り除くような証明は冗長である．各論理接続子に関して， このよ うな冗長性を取

り除く証明の簡約化変換が定義できる．△t>Aの証明を （△ �A) と書くこと

にする．

以下の証明を考える．

△ UAt>A

△ UAt>B II
△ t>AっB (△ t> A) 

△ t>B （つ：E) 

こ の証明では，△にさらにAを仮定してBを証明し，そこからA っBを証明

し，それとは別に△からAを証明し，最終的に△からBを証明している． しか

し△からAが証明可能であれば，Aを仮定する代わりにAの証明を直接使用す

ればよい． この考え方に従い，△UAt>Bの証明に現れる△UAt>A の形の証

明を，△t>Aの証明で置き換え， 仮定の集合からAを取り除くと（つ：E)規則を

§12.5 邸システムとラムダ式の心：味との関辿—-183

使用しない以下の証明に変形できる．

（△ t> A) 

△ t>B

以上の変換は，Aの証明IIをAの仮定を使用しているところに代入している

ことに他ならず'(3簡約に対応している. fixを除く他の簡約規則も， 証明を単純

化する変換に対応している．

問12.20 (/\:E)規則と(V:E)規則で終る証明に対して上記と同様の 分析を行ない，そ

れらに対して(fst), (snd)および(easel), (case2)に対応する証明の 簡略変換が可能

であることを示せ．
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13 種々の構文構造の表現

以上定義したラムダ計算は， プログラミング言語で使用されている幅広いデ ー

タ構造や制御構造を表現可能であり， MLなどの近代的なプログラミング言語の定

義や実装のための核言語として広く利用されている． 種々の具体的な構文は， 構

文解析の後， その意図する意味を実現するラムダ式に変換される． 本章では， 近

代的プログラミング言語の機能を概説した後， それらをラムダ式に変換する方法

を学ぶ．

§13.1近代的プログラミング言語の特徴

第10章で解説したとおり， 近代的プログラミング言語の典型をML言語に求

めることができる． 第I部で使用したMinimalはMLをモデルに設計されている．

以下， Minimalの文法を使ってML系言語の主な特徴を概説する．

(i)第一級のデ ー タとしての高階の関数

近代的な言語の最も大きな特徴は， 関数の定義と利用に関する柔軟な機

構を提供していることである． 以下の構文は， 相互に依存する再帰的関数

fぃ· · ·,fn を 定義する．

fun Ji PI = M1 

and h p2 = M2 



186- 約 13 .. ;,: f噸々の構建泌の表現

and fn Pn = Mn 

このような名前付きの関数定義に加え，

ができる．

fn p => M 

関数を直接式として定義すること

この式は引数pを受け取りMの値を返す関数である．

これらの構文で定義された関数は整数などの通常のデ ー タ構造同様， 自

由に値として使用することができる． すなわち関数を引数として別の関数

に渡したり， デ ー タ構造の中に格納したりといった操作を自由に行なうこと

ができる． 以下は， 高階の関数を用いて集合操作を実現している例である．

val emptySet = (fn x => false); 
fun member (x,S) = S x; 

fun insert (x,S) = (fn y => x = y or S y); 

fun union (S1,S2) = (fn x => S1 x or S2 x); 

fun intersection (S1,S2) = (fn x => S1 x &; S2 x); 
fun difference (S1,S2) = (fn x => (S1 x) &; not (S2 x)); 

ここで X = yはxとyが同じ値か否かのテスト， ＆と or はそれぞれ論理

積および論理和を表す．

(ii) デ ー タ型の定義とパタ ーン ・ マッチング

ユ ー ザは， リスト や木構造などの種々のデ ー タ型を， 以下の形の型宜言を

通じて容易に定義することができる．

type tid = !1 of Tl I· · ·I ln of Tn ; 
type (01 , ... ,On) tid = li of T1 I· · ·I ln of Tn ; 

2番目の定義のa1, ... ,an は型パラメ ー タであり， 実際のテキストでは'a

や'bなどのように表記する． 例えば以前定義した整数を要素とするリスト

構造は， 型パラメ ー タを使用することによって， 以下のような汎用のリス

ト構造に一般化可能である．

type 'a list = Nil I Cons of 'a * 'a list ; 
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定義されたデ ー タは， パタ ーン ・ マッチングを通じて， 簡単に利用すること

ができる． 例えばリストの総和を計算する関数は以下のように定義できる．

fun length x = case x of 

Nil =>O 

(iii) 多相型と型推論

I Cons(h,t) => 1 + (length t) 
end 

ML の最も大きな特徴はその多相型システムにある. ML は強く型付けら

れた言語であり， プログラムが行なうすべての操作の型の整合性は， コン

パイル時に完全にチェックされ コンパイルされたプログラムは， 未定義

の操作を実行してシステムを停止させるようなことは起こらないことが保

証される． さらにこの型の整合性のチェックは， 型宣言を含まないプログ

ラムから， そのプログラムがもつ最も 一般的な型を自動的に推論すること

によって行なわれる． 例えば， 上で定義した length 関数に対して， 型シ

ステムは以下の型を自動的に推論する．

length : 'a list -> int 

この型は， length が任意の要素型をもつリストを受け取り整数を返す関数

であることを示している． この多相型推論により， 繁雑な型宣言をするこ

となく， 汎用性ある関数を定義し安全に使用することができる．

以上の特徴は，

れている．

ML の他， 今日の多くの関数型プログラミング言語に採り入れら

Standard ML などの現実のプログラミング言語は． 上記の機能に加えて， 実

用上有用なポインター 型や例外処理などの手続き型言語の機能が加えられている．

Minimal も， アルゴリズム記述の容易さのために， 手続き型言語の機能である代

これら手続き型言語の機能

Minimal に以下の制限を加え

入可能な変数や逐次実行構文などが導入されている．

のラムダ計算での表現は本書の範囲を越えるので，

て手続き型言語の機能を除いて得られる言語を，

説する．

ラムダ計算で表現する方法を解
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(i)代入可能な変数の宣言(var x = e)を禁止する．

( ii)プロック構文(begin·· ·end)から逐次実行の要素を取り除き， この構文

の本体を， 複数の宣言文の後に一つの式がある構文に制限する．

(iii) Minimalのパタ ーン ・ マッチングは， プログラミングの便宜のために， す

べての場合を尽くさない場合分け構文を許している． このような不完全な

場合分け構文では， マッチングが失敗し， 実行時に例外が発生することが

ある． 例外の発生も手続き型言語の 一 種であるので， 例外が起こる可能性

を禁止するために， パターンを以下の文法で与えられるものに限定する．

pat ::= prodpat I l (prodpat) 

prodpat ::= id I (prodpatlist) 

prodpatlist ::= prodpat I prodpat , prodpatlist 

ここでlはtype 構文で定義されたデ ー タ構成子名である．

以上のように制限された Minimalは， 近代的な関数型言語の中核とみなすことが

できる． 以下， この 制限付きの MinimalをMinima1° とよび， Minimal0 の各構文

Eのラムダ式での表現を万と書き， Eを万に対応させる規則を与え， その正当

性を論じる．

§13.2 N個の組

Minimai0 のunit型および式（）に対応して， ラムダ計算においても， ただ1つ

の要素からなる基底型unitと， unit型の唯 一の要素を表す定数（）が定義されて

いるものとする． これを利用して Minimai0 の組型をラムダ式に翻訳する．

組型は直積に対応する． 集合論的にはn一次の直積A1X· · ·X An は2次の直積

の繰り返しんX (A2 X .. ,(An X {( )}) .. ,)と同型である． この洞察に基づき， n

個の組を表す式(Eい..., E註およびn個の組の i番目の射影E[i]をそれぞれ

以下のように変換する．

CE1, ... , 広）= (E1,(... ,(En ,())) ...) 

雷＝万[2] ... [2][1] （右辺はi - 1個のー[2)を含む）
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この変換に対して以下の簡約関係が成り立つ．

CE1 , ... ,En ) [i]―→ Ei 

よって， この変換は， n-次の組型の意図するふるまいを実現しているといえる．

この翻訳は型に関しても正しいことを， 以下のようにして確かめることができ

る. n-次の組型に関する型付け規則は以下のように与えられる．

(prod n ) 
I'!>払：T1 ··· I'!>Mn : Tn 

I'!> (Mい... , Mn ) : 71 X· · ·X Tn 

(proぶ）
I't> M : TJX ・..X在

(1 :::; i :::; 叫
I'I> M(i] : r, 

I't>M:-rが上記2つの規則を含む型システムで証明可能であることをMLト

I't>M:-rと書く． ラムダ式の翻訳に加えて， n-次の組型の翻訳を以下のように

定める．

内X ・··XTn =可X (丙X (·. ・ （可xunit)··· ) )) 

この翻訳を型環境 r の中に現れる各型に施して得られる型環境を T と書く． 以

下の性質を， Mの構造に関する帰納法で示すことができる．

命題13.1 ML卜I't>M:TならAI-I't>M: ::;=である． 。

§13.3ユ ー ザ定義のデ ー タ型と場合分け構文

Minimal0 のデ ー タ型の宜言は， 宣言される型が要素の型に現れる再帰的な定義

が可能であり， さらに， 型パラメ ー タをもつ型が宜言できる． これら2つの要素

の取り扱いは第15章で説明することとし， 本節では， 型パラメ ー タがなくかつ

再帰的でない， 以下のような型宜言のみを考える．

type T = l1 of Tt I· · ·I ln of石；

ここで各要素の型mにTは現れない．

Minimal0 の文法では引数型の宣言ofTがない場合もある． その場合はof unit 

が宣言されているとみなす．
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この型の要素は， 型Tiをもつ式をMとするとし(M)の形をした値である． さ

らにliは， 定義された型Tの要素を区別するための ユー ザにとっての名前であ

り， 名前自身は本質的ではない． すると上記の宜言で定義される型Tは以下のn­

次の直和型と見なすことができる．

T= 可十 ・ ・ ・ 十冗

集合論的にはn一次の直和 A i+···+An は 2次の直和の繰り返しふ+(A2+

···(An +0)···)と同型である． またユー ザ定義のデー タ型は常に型宜言の後に使

用されるから， ユー ザが定めたラベルl; がi番目の直和の要素であることはあら

かじめ分かっている． そこで，l;(E)は以下のように変換できることがわかる．

靡= 2(· · ·2(1(豆）） . ..) （右辺はi-1個の2(_)を含む）

ユ ー ザ定義のデ ー タ型の場合分け構文の変換は以下のように与えられる．

case Eo of li (x i)=>E1, ... , ln Cxn )=>En end 

= case Eo of 

1(叫⇒瓦

2(ふ）⇒case X1 of 

1(エ2)⇒瓦，

case Xn -1 of 

l(xn )⇒瓦，

2(Xn )⇒ fix(入x.x)

ここで X i, ... , ふは新しい変数である．

つラムダ式である．

また最後のfix(入x.x)は任意の型をも

この変換に対して以下の簡約関係が成り立つ．

case l;(Eo) of l1(x1)=>E1, ... ふ(xn);>E� end 二［瓦/x ;]瓦

よって以上の変換はユー ザ定義のデ ー タ型の意図するふるまいを実現していると

いえる．

§13.3 ユーザ定義のデータ翔と楊介分け構文—-191

以上の変換も型を 保存することを示すことができる． Minimal0 において，

type T = Li of T1 I· · ·ln of冗；

が宣言されているときの ユー ザ定義のデー タ型に関する型付け規則を以下のよう

に定める．

(data) 

(case) 

I't>M: Ti 

r 砂(M):T 

I'r>M:T I'{X i: Ti} t>払： T (1�i�n) 

I'1>case M of Z1(X1) => Mi, .. .  ln (Xn ) => Mn end: T 

上記2つの規則を加えた型システムで証明可能であることをMLI-I't>M:T

と書く．

型宜言で定義された型を翻訳するために， Aは空集合に対応する基底型voidを

含むと仮定する． ただしvoid型の定数は存在しないものとする． 上記の型宣言の

翻訳をn-次の直和型を使って， 以下のように定義する．

T = T1 +· ・・十Tn =可＋（丙+ (·.. (Tn十void)···))

上記の翻訳はこの 2つの型付けを保存する． すなわちML 1- rt> M : T なら

AI-I't>面：〒であることを 示せる．

問13.1 A卜I'I> M : 可ならA卜I'I>l;(M) : Tであることを示せ． 同様に

AI-I'i>材： Tかつ各l:Si:Snに対してAl- I'{x;: 可}i>M;: 〒なら

Af--I't>case M of li(x1) => M1, ... ln (Xn ) => Mn end: 〒

であることを示せ．

以上を用いてML卜I'1>M:TならAI--I'1>M: 〒であることを示せ．

問13.2真理値は条件式とともに使われ以下のようなふるまいをする
． 

if true then E1 else E2→ E1 
． if false then E1 else E2→ E2 

真理値は2つの定数のみを含むデ ー タ型であるから， Minima1° の文法で

type bool = true I false ; 
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と定義されたデータとみなすことができる． この考えに従い，true, falseおよび条

件式if Eo then E1 else恥の翻訳を与え， それが上記のふるまいをすることを

確かめよ．

§13.4ブロック構文

Aにおいて値の束縛構文let x = M1 in M2は（入x.M2) M1 の別記法として

取り扱ってきたが， 以降の翻訳では， 基本構文として使用することにする． 第15

章で解説するとおり， この構文は多相型言語においては上記の翻訳より柔軟な型

付けが可能な基本構文である．

Minimai0
のプロック構文begin D1 ; · · ·; Dn ; E endを考える． ここで D,

は値または関数宜言， Eは式である． 翻訳を容易にするために， Minimai
0

に値の

束縛構文let D in E endを追加し， このプロック構文を以下の形の入れ子に

なった値の束縛構文に変換する．

let D1 in· · ·let Dn in E end· · ·end 

プロック構文の翻訳を完成させるためには， 各宣言Dの種類に応じて， 値の宜

言構文let D in E endの翻訳を与えればよい．

単純な値の宣言文は値束縛に直接翻訳可能である．

let val x = E1 in E2 end = let x = E1 in E2 

つぎに関数宣言を考える． まず予備的準備として複数の引数をもつ関数定義

fun J X 1· · ·Xn = e 

を

fun f x1 = fn x2 => ... fn Xn => e 

に変換する． この変換の後， 関数は唯 一の引数をもつ．

以下の関数定義を考える．

let fun f x = E1 in E2 end 

§13.4 プロック構文-193

この定義が再僻を含まなければ， すなわち凡が f を含まなければ， この定義は，

関数を表すラムダ式に f という名前を付けたものであるから， 以下のラムダ式に

翻訳される．

let f =入x.E1 in E2 

しかし， 関数の本体瓦の中で， この定義によって定義される関数 f が使用され

る再帰的な定義の場合は， 上記の翻訳で は入x. 万訂こ中に現れる f が未定義となっ

てしまう．

再帰的定義は， 定義される関数と同 一のふるまいをする関数を変数 f として関

数定義の中で使用することが可能な定義である． そこで， 上記の定義を， 関数 f

が満たすべき等式

f=入x. 瓦

と考えると， 再帰を含む関数は， 以下の等式を満たすラムダ式Mで表現できる．

M=入x.[M/f]瓦

以下のラムダ式が， 簡約関係が定める公理的意味論において， この等式を満たす．

fix(入f入x. 瓦）

実際， 以下の簡約関係がある．

fix(入f入x.瓦） 二→ （入f.入x.瓦） (fix(入f入x.瓦））

二入x.[fix(入f入x. 瓦） /fl瓦

そこで， 再帰的関数の翻訳を以下のように与えることができる．

let fun f x = E1 in E2 end = let f = fix(入f入x. 瓦） in 万；

つぎに， 最も一 般的な相互再帰的な関数定義の翻訳を考える．

RECFUN三let fun Ji x1 = E1 

and fn Xn = En 
in Eo end 
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ここで各E; は関数名Ji , ···,fn を含む式である． この定義はn個の再帰的関数

の生成とJi , ···,fnの名前の定義の組合せである．相互再掃的な関数定義は以下

の等式を同時に満たすも のと考えられる．

Ji =入X1.E1

In = 入X n .E n

この等式システムを， 関数の組に対する等式と考えることにより，以下のような

等式とみなせる．

(Ji , ... ,fn ) = (入X1.瓦，．．．，入X n .瓦）

ただし等号は各要素ごとになりたつも のとする． この等式を満たす組を表すラム

ダ式をMと置くと，Mは以下の等式を満たすラムダ式のはずである．

M = (入X1.[M[l]//ぃ...,M[n]/fn]瓦，．．．，入X n -[M[l]/Ji, ... , M[n]/ f n ]瓦）

1つの再帰的関数定義の議論を 一 般化する ことにより， この性質を満たすラムダ

式を以下のように与えることができる．

fix(入F.(入Ji ... 入In - (入XJ.瓦，．．．，入X n -瓦））F[l]· · ·F[n]) 

問13.3上記のラムダ式をMとし，h三M[l], ... ,fn 三M[n]とおくと，fi, ... ,fn 

はラムダ式の簡約関係が導出する同値関係に関して，上記等式を満たすことを確認せよ．

以上から，一般的な相互再帰的関数定義のラムダ式への翻訳は，n-次の組を使っ

て以下のように与えられる．

RECFUN 

= let F = fix入F.(入Ji ... 入fn ,(入X1, 瓦，．．．，入X n ,瓦））F[l]· · ·F[n]) in 

let Ji = F[l] in 

let f n = F[n] in瓦

前に定義したn一次の組の翻訳をさらに施す ことによって，A の式に翻訳される．

§13.5 パタ ー ン ・ マッチング 195 

以上の変換も型を保存する ことを確かめることができる．型環境を以下のよう

に定める

r。 = I'{fi : rf→ Ti, ···,fn: r['→ T打

I'; = I'{fi : rf→ Ti, ... , f n : r['→ がx; : rt} (1 :S i :S n) 

再帰的な関数定義RECFUN の型付け規則は，以下のように与える ことができ

る．

(rec) 
I'; I>瓦： T�(1 :S i :S n) I',。 C>恥： T 

I'I> RECFUN : T 

上に与えたRECFUN の翻訳は この型付けを保存する ことを示す ことができる．

問13.4各1 Si Snに対して11 f-冗[>万: 五が成り立ちA卜万；[>万: 〒が成り

立つなら，AトI't>RECFUN: 7'が成り立つことを示せ．

§13.5バタ ー ン ・ マッチング

パタ ー ン ・ マッチングは， 組型や再帰的関数などこれまでに取り扱った構文構

造とちがい， すでに存在するデ ー タ構造を別のより基本的な構造に翻訳するとい

うよりは， 組の 要素の取り出しや場合分けを関数定義に融合する略記法と考える

のが妥当である．したがって， これから定義する翻訳を， パタ ー ン ・ マッチング

構文の意味そのも のと考える．

Minimal0 に含まれるパタ ー ン ・ マッチングを含む式を順次系統的に変形し， 最

終的に純粋なラムダ式に変換する手順を定義する．

(i)組パタ ー ンとデ ー タ型パ タ ー ン の分離

パタ ー ンはtype文で定義されたラベルをもつデ ー タ型パタ ー ンか組パタ ー

ンのいずれかである． 一般のパ タ ー ン ・ マッチングを，これら2種類のパ

タ ー ンに分解する．すなわち，以下の変形を行なう．

case e of
li (arg1) => e1 
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I ln(argn) => en 
end 

を以下のように変形する．

caseもof

end 

l(x1) => (fn arg1 => e1) X1 

I ln (Xn) => (fn argn => en ) Xn 

以上の変形を可能な限り繰り返せば， Minima1° の式に含まれるパタ ー ンは

組パタ ー ンのみのはずである．

(ii)組パタ ー ンの除去

組をパタ ー ンを引数にもつ関数定義

fun J (arg1 , ... ,argn ) = e1 

は以下のように変形できる．

fun f x = (fn arg1 => ... fn argn => e1) x[l] ... x[n] 

名前のない関数式も同様に変換する． すなわち

は

fn (arg1 , ... , argn ) => e1 

fn x => (fn arg1 => ... fn argn => ei) x[l] ... x[n] 

に変換する． 以上の変換を繰り返し行なうことにより， すべての明示的な

パタ ー ンを変換することが可能である．

問13.5以上の翻訳方式を組合せれば， Minimal0 をAに翻訳可能である． 付録を参考

に， Minima1° の文法を定義し， 適当な括弧を導入することにより， 曖昧さのない文法

とせよ．

type文で定義される型宣言は再帰的ではなく， かつ型パラメ ー タを含まないと仮定

し， Minimal0 をAの文法に変換する再帰的アルゴリズムを定義せよ．

§13.5 パタ ー ン ・ マッチング ー―-197

このアルゴリズムを用いて， Minimal0 構文を入力しラムダ式に変換しその結果をプ

リントするプログラムを以下の手順で作成せよ．

( i )  Minimai0 の構文木を表すデ ー タ型を定義し， そのプリント関数を書け．

( ii )  Minimai0 の構文木とユ ー ザ定義のデ ー タ型の情報を受け取り， 問11.7で定義

し たAの構文木を表すデ ー タ型に変換する関数を定毅せよ． （ヒント：翻訳に

必要なユ ー ザ定義のデ ー タ型の情報は， デ ー タ型の生成に使用されるラベルが，

どの整数値に対応するかである． 翻訳関数はこの対応関係を保持し，type文に

対しては， この宣言で定義されるラベルに対する情報を追加する処理を行なえ

ばよい． ）

(iii) (ii)で定義した関数を用いて， 問11.7で作成したread-print関数を， Minimal0

の構文を入力し， Minimal0 の構文と， その翻訳結果であるAの構文の両方をプ

リントするように変更せよ ．
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14 プログラム実行のモデル

ラムダ計算は少数の構文要素からなる抽象度の高い構文であるが， 仮引数名を

用いた関数定義機構など， ほぼプログラミング言語の文法構造をそのまま含んで

おり ． 計算機による効率的な実行のモデルとはなっていない． プログラミング言

語の理論的基碇を完成させるためには ． ラムダ式で表現されたプログラムを計算

機で実行するための系統的な方法を確立しなければならない． これがラムダ計算

の操作的意味論である． 本章ではその代表的なものを3つ紹介する．

§14.1 コンビネ ー タヘのコンパイル

ラムダ式は， その中の変数を別のラムダ式で置き換えるJ3簡約関係によって計

算を表現する． ラムダ式の表す計算を実現する最も直接的な方法は， このJ3簡約

操作そのものをコンピュ ー タ上で実現することであるが， このような素朴な方法

では， プログラムの効率的な実行系は得られない． ラムダ式の実行系を構築する

上での課題は， ラムダ式の変数への代入に基づく関数定義を， 計算機で効率よく

実行できるように翻訳することである．

g簡約に基づく関数定義機構そのものをコンピュ ー タで効率よく実装するのは

困難であるが， 個々の関数を実現するのは容易である． そこでもし， ラムダ抽象に

よって定義される無限に多様な関数が， いくつかの少数の関数の組合わせによっ

て実現可能なら， その少数の関数のみを効率よく実行するプログラムを用意する

ことによって， ラムダ式の実行系が構築可能である．
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この考え方にしたがいラムダ計算の操作的意味論を実現できる． これが， ラム

ダ式のコンピネータヘの変換である． コ ンビネ ー タとは，実行環境に依存せずに

完全にそのふるまいが定義された関数のことであり， ラムダ計算では，自由変数

を含まないラムダ抽象式に対応する． ラムダ式の コ ンビネ ー タヘの変換が可能で

あるためには，ラムダ計算で定義可能な任意の関数を表現可能な， 少数のコンビ

ネ ー タ集合が存在しなければならない． このヒントを命題論理学に求めることが

できる．

(a) ヒルベルトシステム

型付きラムダ計算は自然演繹システムに対応することを学んだが， 論理学の分

野では，伝統的に， ヒルベルトの公理的な論理学が広く使用されている．

自然演繹システムの場合と同様， 仮定の集合△から命題Aが証明可能である

ことを△t>Aと書く． ヒルベルトシステムは， 少数の公理と以下の論理法則のみ

からなる証明システムである．

△ t> AっB △ !>A 

△ t>B

この推論規則は，自然演繹システムにおける（ つ：E)規則であるが，古典的な形式

論理学では三段論法の一 種を表す Modus Ponens とよばれる推論規則である．

以前同様与えられた非論理的公理の集合Axを含む体系を考える． 直観主義的

命題論理学に対するヒルベルトシステムの公理集合を図14.1に与える． こ れら各

公理は， それぞれ， その公理に現れるメタ変数A,B,Cを任意に置き換えて得ら

れるすべての公理を代表するものである．

(K) A っ BつA (S) (A っ B っ C)つ(A っ B) っ A っ c
(P) A っ B っ A II B (F) A II B っ A (N) A II B っ B
(L) A っ AVB (R) BつAVE

(A) AVEつ(AつC)つ(B っ C)つC (Ax) a 
図14.1 ヒルペルトシステムの公理集合

(a E Ax) 

これら公理集合と Modus Ponens 規則からなる証明系を1iとよび，命題 A が仮

定の集合△と公理から Modus Ponens 規則のみを使って導かれるとき，1i I-△ C>A 
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と書く．

問14.1 Axのメンバ ー である非論理的公理以外のヒルベルトシステムの公理は， すべて

恒真式であることを確かめよ． この性質より， H 卜△ [> A なら△ �A であることを

示せ．

ヒルベルトシステムも， 自然演繹システムと同等の証明能力をもつことが示さ

れる． その証明で中心的な役割を果たすものが， 以下の演繹定理である．

定理14.1 (演繹定理） H卜△UAC>BならH卜△t>AつBである．

［証明]H卜△UAt>Bに関する機械的な帰納法で証明可能であるが，

はより簡潔な証明を与える．

ここで

もし△UA!>BがAに関する仮定△UA!>Aを使用せず証明可能な場合は，そ

の証明に含まれる各仮定の重複集合からAを取り除いて得られる証明は，△t>B 

の正しい証明である． この証明を
II 

（△ I> B) とすると以下の証明が存在する．

（△ I> B) △ I> B っ Aつ B (K) 

△ I> AつB

△ UAt>Bの証明がAに関する仮定△UAt>Aを使用する場合について，以

下△UAC>Bの証明の構造に関する帰納法で示す．

B三Aの場合． 以下の証明が存在する．

(S) (K) 
△ l> (Aつ(CつA)つA)つ △ C> Aつ(C っ A) っ A

II 三 (AつC::>A)::> AつA

△ l> (AつCつA) っ AつA

（△ l> (AつCつA)つAつA) △ t>AつCつA (K) 

△ l> A っ A

B が Modus Ponens の帰結の場合ある C に対して1{ f--△ U A 1> C っ B

かつ礼卜△UAt>Cである． 掃納法の仮定より，H卜△t> AつCつBかつ

H卜△t>AっCである． これらの証明をそれぞれII 1 , II2 とすると以下の証明

が構築できる．

II2 

II1 
（△ I> AつCつ B)△ t> (A っ C っ B)つ(AつC)つA :>B 

(S) 

△ t> (AつC)つA っ B （△ r> AつC)
△ t> A っ B

•
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こ の定理を用いて， ヒルベルトシステムと自然演繹システムが証明能力におい

て等価であるこ とを証明する．

定理14.2 1i I-△ � AであればNI-△ � A である． 逆にN卜△ � Aであれ

ば1i I-△ �Aである．

［証明］ヒルベルトシステムのModusPonens規則は自然演繹システムの推論

規則でもあるから， 前半の命題は， ヒルベルトシステムの各公理が自然演繹シス

テムで証明可能である こ とを示せばよい． こ れは練習問題とし， 以下は後半の命

題を，NI-△t> A の証明の構造に関する帰納法で証明する． 証明の最後に使用さ

れた規則により場合分けを行なう．

(taut)または(ax)の場合. A E△ または A E Axであり，1{ 1-△ t>Aである．

（つ：I)の場合 証明システムの定義より， ある A1, A 2があって， A=A1 つA2

かつNI-△U A1 t> A2 である． 帰納法の仮定より1{ 1-△ U A 1 t> A 2である． 演

繹定理（ 定理14.1)より1{ 1-△[>ふつ A 2である．

（つ：E)の場合． 証明システムの定義より， ある A1 があって，NI-△[>ふっ A

かつNI-△[>んである． 帰納法の仮定より1{ 1-△ t> A1 っ A かつ1{ 1-△[>ふ

である． 規則ModusPonensより1{ 1-△ t> A である．

(/\:I) の場合． 証明システムの定義より， あるA1, A2 があって， A=A 1 /\ Aか

NI-△ t> A1 かつN I- △ t> A 2である． 帰納法の仮定より1l I- △  [> ふかつ

1{ 1-△ t> A2 である． こ れらの証明をII1 , II2 とすると以下の証明が構成できる．

. (P) II 1 

（△ t> A1 ) II 2 

（△ C> A2) △ t> A2 っA1 I\ A2
△ t> A1 I\ A2 

(/\:Ei)の場合証明システムの定義より， あるA1,A2があって，A=A;(i = 1 

またはi= 2)かつNI-△t> A1 /\ A2 である． 帰納法の仮定より1{ 1-△[>ふ/\ A2

である． こ の証明をl1とすると以下の証明が構成できる．

(FまたはN) I1 
△l>ふI\A2つん （△l>ふI\A2)

△ l> A,

＇
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(V:Ii)の場合 証明システムの定義より， あるA1 , A 2があって， A=A1 V A2 

かつN卜△C> A; (i = 1またはi = 2)である． 帰納法の仮定より1{ f-△C>人で

ある． こ の証明を rr とすると以下の証明が構成できる．

(LまたはR) 11 
△ t> A; つんVA2 (△t>ふ）

△t>小VA2 

(V:E)の場合 証明システムの定義より， ある A1, A 2があって，N卜△C>

ふV A 2, N卜△ U A 1 C> A かつN f-△ U A 2 C> Aである． 備納法の仮定より

1{ f-△C>ふV A 2, 1l f-△ U A1 C> A かつ1{'r△U A 2 C> Aである． 演繹定理よ

り1{ f-△C>ふっ A かつ1{ f-△ C> A 2つ A である． こ れらの証明をIl1,Il2, Il3 

とすると以下の証明が構成できる．

Il4 = 
(A) Il1 

△ C> (A1 V A2)つ(AiつA)つ(A2っA)っA (△ C> A1 V A2) 
△ C> (A1 :::> A)つ(A2つA) っ A

Il4 Il2 
Ils = (△ C> (A1 :::> A)つ(A2コA)つA) (△C>ふつA)

△ C> (A2つA)つA

Ils Il3 
((A2 つA)つA) (△ C> A2 っ A)

△ C> A 

＇ 

問14.2以下の各命題を自然演繹システムで証明し， さらにその証明を定理14.2を使っ

てヒルベルトシステムの証明に変形せよ．

( i) AつA

( ii )  A っ B っA

(iii) A I\ B っ BI\A 

(iv) AV B:) B VA

(b) ラムダ式のコンビネ ー タヘの翻訳

ヒルベルトシステムのModusPonens規則は， 自然演繹システムの場合と同様，

関数適用に対応する． するとヒルベルトシステムは， 名前による関数定義機構を

もたず定数関数のみからなる， 一種の関数型言語系とみるこ とができる． こ れが

コンビネ ー タ論理である． 以下の対応関係が成立する．
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ヒルベルトシステム ←⇒ コンビネ ー タ論理

Modus Ponens ¢=> 関数適用

公理 ぐ⇒ コンビネ ー タ

ヒルベルトシステムの9つの公理に対するコンピネ ー タを導入する． さらに

fix(M) に対応したコンビネータを追加する． 各公理の自然演繹システムにおける

証明を構築すると， それらは表 14.1 に示す自由変数をもたないラムダ式に対応す

ることを確認できる•1.

甘の公理

(S) 
(K) 
(P) 
(F) 

(N) 
(L) 

(R) 

(A) 
(Ax) 

表 14.1 ヒルベルトの公理とコンピネ ー タの対応

コンピネ ー タと対応するラムダ式

S 入x.入y.入z.(x z) (y z) 
K 入x.入y.x

P 入x.入y.(x,y)

F 入x.x[l]

N 入x.x[2]

L 入x.l(x)

R 入x.2(x)
A 入x.入y.入z.(case x of l(x1) ⇒ y xi, 2(x2) ⇒ z x2) 

c c (c: Ta E Const) 

X 入x.fix(x)

問 14.3 ヒルベルトシステムの各公理を自然演繹システムで証明し， その証明に対応す

るラムダ式を求め， 表 14.1 の関係を確認せよ．

Aを表 14.1 のコンピネ ー タのいずれかとし， コンピネ ー タ理論における式を以

下の文法で定義する．

C ::= X I C I A I C C 

ただしxとcはそれぞれ， Aの変数集合および定数集合と同じ集合を代表するメ

タ変数とする . c の中の自由変数の集合を FV(C) と書く． コン ビネ ー タ式は束

縛変数を含まないため， FV(C) は， 単に C に含まれる変数の集合である． 後に

定義するコンビネー タ式の同値関係と区別するために， C1 と C2 が同一であるこ

とを C1 三らと書く．

•l コンピネ ー タ名SおよぴKは歴史的な,1」来をもつ． それ以外の名前は， 対応するラムダ式の型
付け規則にちなんで祁入した．
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コンビネ ー タ式の型システムは， 各コンビネ ー タに対して， 対応するラムダ式

の型を与えることによって定義できる． 変数の型環境 I' のもとで， コンビネ ー タ

式 C が型T をもつことを I'C>C:T と書く． 型付け規則を図 14.2 に与える． こ

こで各コンピネー タ定数の型は， 可能なすべての型をとるものとする. I'C>C:T

がこの型システムで導出可能であることをC卜 I'C>C:T と書く．

(S) I't> S : (巧→乃→ 73) → (71 → 72) → 内→ 73

(K) I't> K : T1→ 72→内

(P) I't> p : 内→ 72→ 71 X乃

(F) I'[> F : 71 X乃→ n

(N) I't> N : T1 X乃→乃

(L) rt> L : T1→ 71 + 72

(R) I't> R : 内→乃＋巧

(A) I't> A : 71 +乃→ (71→ 73) → (72→司→ 73 

(X) I't>X:(7 → 7 ) → T

(const) I't>c :7 (定数 c が型 T をもつとき）

(var) I'{x: 7} [> x : 7 

(app) 
△ t> C1 : Tl → 72 △ t> C2 : Tl 

△ t> C1 C2 : T2

図 14.2 コンビネ ー タ式の型システム

各コン ビネ ー タについて， 対応する閉じたラムダ式の簡約と一致するように， 図

14.3 に示す簡約公理を定義する． これらの公理は， コンビネ ー タ式に対する簡約

関係を定める． この関係をC二→Cと書く．

問 14.4 関係 C 二→ C'の厳密な定義を与えよ．

コンピネ ー タ式集合はこの簡約関係のもとで1つの計算系を構成する． しかも

この計算系は変数による関数の生成どいった複雑な操作が含まれていないため， 各

コンビネ ー タの動作を実装することで容易に実現することができる．

問 14.5 コンピネ ー タの簡約関係が型を保存することを示せ． すなわち CI-I'i>C :T

かつ C 二→ C'なら CI- I'I> C': T であることを示せ． さらにこの関係がヒルペル

トシステムの証明の簡約化となっていることを確かめよ．
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以下の等式簡約による．

左辺三K C1 C2 二→ C1三右辺

x E FV(C1)の場合をC1に関する帰納法で示す．

xの場合 （入*x.C1)C2三SKK C2 二→ C2三[C叶x]C1である．

ct cfの場合 以下の等式による．

［証明] x (/ FV(C1)の場合は，

206-り�14収プログラム'.)�行のモデル

(M1狛） (M2応）

M1 

M1 

M2 

狛M1

狛 M1

M (X M) 

⇒

⇒

⇒

⇒

⇒

⇒

⇒

 

S M1狛M3

K M1 M2 

F (P M1狛）
N (PM1狛）

A (L M1) M2狛

A (R M1) M2 M3 

XM s (入・ x.CI) (>.*x.Ci) C2 

二 ((>.*x.Ci) C2) ((入*x.Cf) C2) 

二 [C叶x]Cf [Cサx]Cf (帰納法の仮定より）

[C2/x](Cf Cf) 

（入五(C} Ci)) C2 

＇

 ラムダ式Mのコンビネ ー タ式への翻訳材は以下のように与えられる．

コンビネ ー タの簡約公理

前節で示した論理学における自然演繹システムとヒルベルトシステムとの対応

関係を参考に， 型付きラムダ計算を， 以上定義された型付きコンビネ ー タ計算系

に翻訳することができる．

まず名前による関数の定義が， コンピネ ー タ論理で模倣可能であることを示す．

一般に変数xを含むコンビネ ー タ式Cに対して，入*x.Cを以下のように定義する．

固14.3

(case M1 of l(x)⇒ M2, 2(y)⇒ 恥）= A Mi (>.·x. 瓦） (>. •y. 瓦）

fix(M) = X M 

c=c 

戸＝入·x.M

Mi柘＝広応

(M1,M2) = P Mi 瓦

刷 =FM

M[2] =NM 

l(M) = L M 

2(M) =RM

x=x 

(x r/. FV(C)の場合）>.*x.C =K C 

入*x.x= SKK 

>.*x.(C1ら）= S(>.*x.C1)(>.*x.C2) 

>.*x.Cは，一般にxを含む式 Cを，xを引数として受け取りCを計算する効果

をもつ(xを含まない ）関数に変換する操作であり， ラムダ計算のラムダ抽象に対

応する． 上記の変換は，演繹定理の証明に現れる証明図の構成と 一致する． 実際，

以下の性質が成り立つ．

定理14.3もしC 1- I'{ x : r1 } t> C : r2ならC 1- I't> >.*x.C : r1→ r2であ
nu
 

る．

問14.6演繹定理を参考に定理14.3を証明せよ．
以下に翻訳の例を示す．

可=xy 

入x.x= SKK 

入x.(x,x) = S(S(KP)(SKK))(SKK) 

（入x.(x,x))((入x.x)l)= S(S(KP)(SKK))(SKK)(SKKl) 

ラムダ抽象式と同様にふるまう 関数さらに以下の定理によって，上記変換が，

を実現していることが 示される．

定理14.4 (.>.·x.C1) C2 ニ-t [C叶x]C1
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問14.7以下の簡約を確かめよ．

・（入x.x)入x.x二 SKK

・（入x.(x,x)) 1 二 P 1 1 

上記の問から期待されるように， ラムダ式の コ ンピネ ー タヘの翻訳は型を保存

することが示せる．

定理14.5もしA卜I't>M:rならCf-I't>M:Tである．

［証明] A卜I't>M:Tの導出に関する帰納法で示す． 最後に使用された規則

により場合分けを行なう． 以下， いくつかの場合を示し残りは練習問題とする．

(var), (const)および(app)の場合． 両者の型付け規則は同ー であり， 成立

する．

( abs)の場合 あるM1 ,T1 汀2 があって， T =内→ T2 , M 三 入x.M1 かつ

AトI'{x: n} t>払： T2である． 帰納法の仮定よりCトI'{ X : Ti} t> Afi : 72で

ある． 定理14.3よりC卜I't>入*x.Afi:T1 → 72 である． 一方豆ゴ万＝入•x.材；

である．

(pair )の場合 あるM1 ,M戸I, 72 があって， T= T1 X 72 , Af三(M1 ,M2), 

A卜I't>払： nかつA卜I't>狛： 72 である． 帰納法の仮定よりC卜 r区MJ; T1 

かつC卜I't>Nh:T2 である． 規則(app)を二回使用するとC卜I't>P MiNh: 

内X T2を得る． 一 方(M1 ,M2 ) = P立瓦である．

(proj)の場合 あるMぃmがあって， M三Mi[l]かつAトI't>払： TX内

である． 帰納法の仮定よりC 卜I't> Afi : T X 71 である． 規則(app) より

C卜I't> F材： Tを得る． 一方M叶1] = F材である. (snd)の場合も同様に

示せる. I 

問14.8他のすべての場合を示し， 定理14.5の証明を完成せよ．

一般に操作的意味論は， 効率よい実行のための機構を含むため， 公理的意味論

や表示的意味論と完全に 一致することはまれである． しかし， コ ンピネ ー タヘの

変換によって実現される操作的意味論の場合は， ラムダ計算の 公理的意味論とほ

ぼ 一 致することを示すことができる． ここでは型のない式に関する公理的意味論
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を考えるが， 以下の議論は， 型付き 式の公理的意味論に対してもそのまま適用可

能である． （各自確かめよ）．

関数の 同一性に関する以下の推論規則を考える．

任意の Zに対して XZ=Y Z
(ext0 ) か

. 、 X=Y

この規則は， すべての引数に対して同一のふるまいをする関数は等しいことを表

しており， 関数を表現する計算系にとって自然な規則である． この規則は無限に

多くの前提から結論を導く規則であり． そのままでは扱いにくいが， 以下の よう

に変えても一般性を失わない．

Xx=Yxただしxはx(j FV(X) U FV(Y)なる変数
(ext) 

X=Y 

この推論規則をラムダ式の 公理的意味論に加えて得られる同値関係をAext I­

Mi =M2 と書く． すなわち， A•ェt I-M1 = 狛は, Aの公理的意味論から型情

報を取り除いて得られるシステムに規則(ext)を加えて得られるシステムである．

同様に コ ンビネ ー タ論 理の簡約関係から導出される公理的意味論に(ext )規則を

加えて得られる同値関係をCL•ェt 1-C1 =らと書く．

問14.9関係CL"ェt 卜C1 = C2 を厳密に定義せよ．

問14.10 コンピネ ー タ論理の簡約関係から導出される公理的意味論に(ext0 )規則を加

えて得られる同値関係を• CLext
o

卜C1 = C2 と書くと，

CL• ェt
o 卜C1 = C2 ⇔ CL• ェt卜C1 = C2 

であることを示せ．

コンビネ ー タ式は，各 コ ンビネ ー タを対応するラムダ式に置き換えることによって

ラムダ式に変換できる． この変換をでと書く． 簡単な計算によりcuxt 1-C, = C2 

ならAext I-で；＝厄；であることがわかる．

問14.11 CL•xt f--C1 = C2 なら11ext 卜で；＝で；であることを示せ．

ラムダ式から コ ンビネ ー タ式への変換に関しても同様の性質が成り立つことを

示す． そのためにいくつかの補題を証明する．
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補題14.6 X'f'yかつxIi FV(C分のとき[Cサy]A•x.C1三入五[C叶y]C1 で

ある．

［証明] X Ii FV(C1 )の場合は以下の等式より成立する．

A• x.[C2 /y]C1 三K([C叶y]C1)

三[C2 /y](KC1 ) 

三[C2 /y]入•x.C1

x E FV(C1 )の場合，C1 の構造に関する帰納法で証明 する．

xの場合 両辺ともSKK である．

ct c? の場合 以下の等式より成立する．

入•x.[C2 /y](CfCf)三〉,•x.([C2 /y]Cf [C2 /y]Cr) 

三s (入•x.[C2 /y]Ct)(〉."x.[C2 /y]C;)

三S ([C2/y]A·x.Ct) ([C2/y]A·x.Cr) (帰納法の仮定）

三[C2 /y]〉し・x.(C} Cr) I 

補題14.7 CU"'t I-C1 = C2 なら cu
ェt I-A•x.C1 = A•x.C2 である．

［証明］同値関係の導出に関する帰納法により，CLext I-C1 =らならCLext I­

[C/x]C1 = [C/x]らが容易に示せる．

yを与えられた式の中に現れない変数とすると以下の等式が成り立つ．

cu
ェt 卜（入·x.Ci)y= [y/x]C1 

= [y/x]C2 

= (.X• x.C2 )y 

（定理14.4)

（仮定）

（定理14.4)

よって規則(ext)よりCLext I-.X"x.C1 = .X"x.C2 である．

補題14.8 CLext I-[Mr/x]M2 = [Mi/x]瓦

［証明] M2 の構造に関する帰納法による．以下定数，変数，および関数に関す

る場合のみを示す．

cまたはy(=/=x)の場合 両辺ともcまたはyであり， 成立する．

＇

 

§14.l コンピネ ー タヘのコンパイル ー- 211

xの場合 両辺とも材了であり， 成立する．

入y.M:}の場合 以下の等式より成立する．

CLeェt l--[M心]M2 三入y.[Mi /x]M:}

三A•y.[Mi/x]M:}
= A·y.[A石/x]A月 （帰納法の仮定， 補題14.7)

三[Mi/x](入•y.雨） （補題14.6)

三[Mi/x]瓦

M:} Miの場合 以下の等式より成立する．

CLext 1--[M心]M2三[Mi /x]M:} [Mi/x]Mf 
三[M1 /x]M:} [Mi /x]Mf 
= [Mi/x]萌[Mi/x]雨 （帰納法の仮定）

三［瓦/x]瓦 I

問14.12補題14.8のその他の場合をすべて行ない，証明を完成せよ．

以上の準備の下で以下の定理が証明できる．

定理14.9 Aext 卜M1 =M2 ならCLext 卜江＝瓦である． D

問14.13定理14.9を以下の手順で証明せよ．
( i )ラムダ式の各簡約公理M1 ==> M2 に対してCLeェt トMi=Mzが成立する

ことを示せ．
(ii)ラムダ式の文脈の定義に関する帰納法によりCLext 卜万了=MzならCLext ト

躙= C[M2)であることを示せ．
(iii)あるx¢FV(M1 )UFV(M2 )に対してCL0ェt 卜材言=M戸なら，CLeェt ト

面＝面であることを示せ．
(iv) 公理的意味論の規則 (sym) と (trans) に関しても同様の性質を示し，証明を完

成せよ．

(c) コンビネ ー タ式の実行

コンピネ ー タの組合せに翻訳されたラムダ式をコンピュ ー タで実行するために

は，S, K を始めとする各コンビネ ー タを，それらの簡約公理を実現 する操作と
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して実現し， それらの組合せからなるプログラムを， 適当な評価戦略にしたがっ

て実行すればよい．

コンビネ ー タ簡約は， ラムダ計算の簡約関係同様非決定的であり， 同一のコン

ビネ ー タ式に対して複数の簡約系列が存在する． 評価戦略は， 複数ある簡約の可

能性から， 一定の仕方でつぎに実行する操作を選び出す規則である． コンピ ネ ー

タによるラムダ式の実行で通常採用される評価戦略は， 最も外側にある最も左側

の実行可能な操作を実行する， 最外最左簡約とよばれる戦略である． 図14.4に実

行例を示す．

（入x.(x,x))((入x.x)l)

_ S(S(KP)(SKK))(SKK)(SKKl) 

→ S(KP)(SKK)(SKKl)(SKK(SKKl))

→ KP(SKKl)(SKK(SKKl))(SKK(SKKl))

—-t P(SKK(SKKl))(SKK(SKKl)) 

→ P(K(SKKl)(K(SKKl)))(SKK(SKKl))

→ P(SKKl)(SKK(SKKl))→ P(Kl(Kl))(SKK(SKKl))

→ Pl(SKK(SKKl))→ Pl(K(SKKl)(K(SKKl)))

—→ Pl(SKKl)→ Pl(Kl(Kl))—→ P 1 1

— 江可

図14.4コンビネ ー タによるラムダ式の実行例

この例を注意深く見ればわかるように， 引数である（入x.x)Iが コ ビ ー され， こ

の簡約が複数回行なわれている． このように， この戦略は関数の引数の簡約が複

数回行なわれるという無駄が生じる可能性があるが， 再帰的関数を含むプログラ

ムに対して， 最終結果に至る簡約系列があれば， 必ずその結果に至る最も強力な

戦略である．

問14.14問11.7で作成した構文解析プログラムを使って，ラムダ式をコンピネ ー タに

翻訳し実行する処理系を以下の手順で作成せよ．

( i )問11.7 で定義したラムダ式デ ー タ型をコンピネ ー タ式に翻訳する関数を定義

せよ．
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(ii)コンビネ ー タ式を表現するデ ー タ型， およびそのプリント関数を定義せよ． た

だし本節で定義したコンピネ ー タに加え， 数値の比較および算術演算を行なう

コンピネ ー タEQ, ADD, SUB, MUL, DIVを含むものとする．

(iii)与えられたコンビネ ー タ式が変換可能か否かを判定する関数， および最外最左

の簡約を 1 回行なう関数をそれぞれ定義し．これらを用いて，可能な限り最外

最左簡約を実行する関数を定義せよ．

(iv)以下の処理を行なうトップレベルプログラムread_eval_printを定義せよ．

(a)問11.7で定義した構文解釈関数によりラムダ式を入力し，入力したラムダ式

デ ー タをプリントする．

(b)ラムダ式をコンビネ ー タ式に変換し，変換したコンビネ ー タ式をプリントする．

(c)コンピネ ー タ式に対して最外最左簡約を実行し． 結果をプリントする．

このプログラムは以下のような動作をする．

->((fn x => x) (fn x => x)); 

Source expr: ((fn x=>x) (fn x=>x)) 

Compiled to: S K K (S K K) 

Reduced to: SK K 

(v )以下のMinima1° プログラムに対応するラムダ式を入力し結果が5050となるこ

とを確かめよ．

let fun factorial n = if n = O then 1 

else n * (factorial (n - 1)) 

in factorial 10 end ; 

ヒルベルトシステムの公理集合は， 定理14.2に示されるように， 自然演繹シス

テムに関して完全であり， 新たな公理を追加しても論理学の証明能力が強くなる

ことはない． こ のことはコンビネ ー タ論理の基本コンビネ ー タが， ラムダ式を翻

訳する上で十分であることに対応する． しかしながら， 新たな基本 コンビネ ー タ

の導入により， より簡潔で効率よい翻訳が可能になる こ とがある． 以下のコンビ

ネ ー タを考える．

コンビネ ー タと対応するラムダ式

(I) I 入x.x

(B) B 入x.入y. 入z.x (y z)

(C) C 入x. 入y.入z.x z y
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これらは以下の簡約公理を満たす．

問14.15

IC =⇒ C 

B C1 C2 C3 =⇒ C1 (C2 C3) 

C C1 C2 C3 ⇒ C1 C3 C2 

( i )コンピネータヘの型付け規則と，対応するヒルベルトシステムの公理を与えよ．
(ii)簡約公理が型を保存することを示せ．
(iii)以下の等式が成り立つことを示せ．

CLext f-- SK K = I 

cLext卜 S(K C1 ) (K C2) = K (C1 C2 ) 

CLext f-- S(KC)l=C 

CLext卜 S(K C1 ) C2 = B C1 C2 

CLext卜 SC1 (K C2) = C C1 C2 

ラムダ抽象式に対応するコンビネ ー タ生成の定義 .X*x.Cに，問14.15の結果
得られる等式を以下のように統合することによって，より節潔で効率よいコンビ
ネ ー タヘの変換を実現できる．

.X*x.C =KC (x </. FV(C)の場合）

入*x.x = I 
K(C\Cり (.X*x.C1 =Kc;, 

心.C2 =Kc; の場合）

C\ (.X*x.C1 =Kc;, 
心.(C心） =� 入*x.C2 = Iの場合）

B c; (.X*x.C2 ) (.X*x.C1 =KC\の場合）

C(入*x.C1 )c; (入*x.C2 =Kc; の場合）

S (.X*x.C1 ) (入•x.C2 ) (上記以外の場合）

問14.16問14.14で作成したプログラムにこの最適化処理を加え，階乗を計算するプロ
グラムを入力し．結果を比較せよ．
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この問題を実際に解いてみればわかるとおり，上記の冗長なコンビネ ー タによっ
て，ラムダ式をより簡潔で効率よいコンビネ ー タに変換できる．

§14.2 自然意味論

(3変換を直接実行することなくラムダ計算を機械的に実現するもう1つの代表

的な方法は，表示的意味論の考え方に従い，環境を使って変数の束縛を実現する
自然意味論である．自然意味論の考え方を理解するため，表示的意味論における
変数xおよび関数適用（入x.M) Nの意味の定義を思い出してみよう．型情報を

省略すると，以下の等式で表現される．

[X]TJ = TJ(X)
［（入x.M)N]TJ = [M]TJ{x: [N]TJ} 

この意味定義は，以下のような評価手順を示唆している．

( i ) ラムダ式 Mの値の計算は，Mに含まれる自由変数の値を与える環境の下

で，Mの値を計算する こ とによって行なう． こ の考えのもとでは'(3変換
の際の変数への代入は，変数の値を環境から取り出すことに対応する．

(ii) 関数適用（入x.M) Nの実行は，まず引数 Nの値vを求め，仮引数xと値
vの対応を加えた環境の下で関数本体Mを評価することによって行なう．

(iii) 上記の効果を達成するために，入x.Mの評価では，Mの計算は行なわず，
関数が適用されたときの評価のために，現在の環境と 入x.Mの組を保存
する．

最外最左評価戦略と比較した大きな特徴は，関数の適用の前にその引数を評価
する こ とである． こ の評価戦略は適用順評価(applicativeorder evaluation)とよ

ぶ通常の汎用プログラミング言語で広く使用されている評価方法である．この評
価戦略では，引数の評価は一 回しか行なわれないため，プログラムのより効率的
な実行が可能である．

しかしながら， こ の評価戦略のみではfix(M)の評価がうまく実現できない．
fix(M)の型の制約から Mは関数型をもつはずであり，したがってその評価の結
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果は，入f.M'の形のラムダ式と環境Eの組のはずである． そこで，簡約fix(M)ー→

M(fix(M))に対応する適用順評価は，Eをfの値で拡張した環境の下でM'を評

価することになるが，fのとるべき値は， このfix(M)そのものを評価した結果の

値のはずであり， あらかじめ用意でき ない． こ の困難を解決するために，fix(M)

の構文を，fun f x = Mの形をした再掃的関数定義の表現であるfix(入f入x.M)

の形に制限し， f の値の束縛を， こ の関数が適用される時点まで遅延することに

する． 以下fix(入f入x.M)をµ.f.x.Mと書く．

以上の方針に従い，「環境Eのもとでラムダ式Mが結果vを計算する」とい

う性質を表す以下の形の評価関係を定めたものが， 自然意味論である．

Ef---M-1),v 

環境Eは変数の集合から値の集合への関数である. Vは以下の文法で定義される

値の集合を表す．

v ::= c I cls(E, 入x.M)I rec(E,µ.f.x.M) I (v, v) I l(v) I 2(v) I wrong 

cls(E, 入x.M)は， ラムダ抽象入x.Mとそ れが定義されたときの環境Eの組を保存

するデ ー タ構造であり， 関数閉包(functionclosure)とよばれる. rec(E,µ.f.x.M) 

は， 再帰的関数定義式µ.f.x.Mとそれが定義されたときの環境Eの組を保存す

るデ ー タ構造であり， 再佛的関数閉包とよばれる． この再帰的関数閉包が引数v

に適用されると，fにrec(E,µ.f.x.M)を対応させる束縛とxに引数vを対応さ

せる2つの束縛が環境Eに加えられ，Mが実行される. wrongは， 実行時のエ

ラ ー を表す．

評価関係の定義を図14.5に与える． ただし， 実行時にエラ ーとなる推論規則は

省略してある． 完全な評価関係は， 以下のいずれかの場合にwrongを返す規則を

追加して得られるものである．

(i)部分式が， 規則が要求する形とは違う値を返す場合．

(ii )部分式のいずれかがwrongとなる場合．

自然意味論に関しても型の健全性を示すことができ る． そのために， まず値の

もつ型を定義する． 値vが型Tをもつことを I= V: Tと書き， 実行時環境Eが型
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El-cJ,l-c E{x:v}l-xJJ-v El-入x.MJJ- cls(E, 入x.M)

EI-µ.f.x.M JJ- rec(E,µ.f心M)

EI-M1如cls(Eいx.M;) EI-M2い Ei{x:vi} I-M; J,l-v2 
EI-M1 M2 JJ-v2 

EI-M1 JJ- rec(Eぃµ.f.x.M;)
EI-M2いvi

恥{f: rec(Eぃµ.f.x.M;) ,x: vi} 1-M; JJ-v2 
EI-M1 M2いv2

E卜Miい E卜M2.IJ v2 
E卜(Mi, M2) .JJ (v1,v2) 

EI-M .1J. (vいv2)
EI-M[l] .IJ. v1 

E卜MJJ. (v1心）
E f--M[2] JJ. v2 

Ef---Mい
E卜l(M) .tJ. l(v) 

E卜M1JJ. l(vi) E{x: vi}トM2JJ.v2 

El-Mいv
EI-2(M) 1J. 2(v) 

E卜(caseM1 ofl(x)⇒ M2, 2(y)⇒ M3) JJ. v2 

E f-M1 JJ. 2(v1) E{y: vi}トM3JJ.v2 
E f-(case M1 of l(x)⇒ M2, 2(y)⇒ M3) JJ.v2 

図14.5 自然意味論の評価関係

環境 r を満たす こ とを I=E: I'と書く． この2つの関係は， 相互再帰的に以下

のように与えられる．

F C: T ⇔ c: TE Constのとき

戸ls(E,入x.M): 内→T2 ⇔ あるI' に対してr==E:I'かつ

I't>入x.M: T1→ T2 

F rec(E, µ.f.x.M): T1→ T2 ⇔ あるI' に対してr==E:I'かつ

I't>µ.f.x.M : T1→ T2 

r== (vぃ叫：T1 X T2 ⇔ F VJ :Tぃ F 切：T2 

r= 1(叫：巧十T2 ⇔ f= VJ: T1 

r= 2(叫：内+T2 <=} f= V1 : T2 

r==E:I' ⇔ x E dom(E)なるすべてのxに対して

F E(x): I'(x) 
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以下の定理 が成り立つ．

定理14.10もし I'!>M : r ,  I= E: I', かつEI-M.JJ.vなら， F V: rで

ある．

［証明］計算EI-M.J;.vの長さを， この関係を導出するために適用した規則の

回数とし， この定理をEI-M.JJ.vの長さに関する帰納法で証明する. Mの構造

で場合分けを行なう ． 以下いくつかの場合を示し， その他は練習問題とする．

入x.M1 の場合. v = cls(E, 入x.M1 )であり，I'!>入x.M1: rであり， よって値

の型の定義によって要求されるI'を， このI'と とれば I=cls(E, 入x.M1): rで

ある．

M1狛の場合． あるmがあって，I'!>M1 : r1 → TかつI'!>砧： r1 

である． 計算 の定義より， あるmがあってE f- M1 .JJ. V1である． 帰納法の仮

定より F VJ : TJ → Tである． 値の定義よりv1 = cls(E心x.M;)かまたは

切= rec(E1,µ.f.x.M1)である. vi = cls(E1, 入x.Mりと仮定する． 値の型の定

義より， あるr' があって 1=瓦： I''かっI''!>入x.M; : r1→ Tである． 計算

の定義よりE f- M2 .JJ. V2. 帰納法の仮定より 1= 切： r1 . v2 =/= wrongである

から，瓦{x:v2} I-M; .JJ. v. 定義より， I= 恥{ X : V2} : I''{ X : ri}, よって掃

納法の仮定を瓦{ X : V2} I-M; .JJ. Vに適用すると F V: Tを得る． また， VJ=

rec(Eぃµ.f.x.M1)と仮定する． 値の型の定義より， あるI'' があって I=瓦： I'' 

かつ I''[>µ.fむ.M1 : r1→ Tである． 計算の定義よりEI-M2 .JJ.v2. 帰納法の

仮定より f=v2 : r1 . v2 =/= wrongであるから， 瓦{/:v1}{x: v2} f- M; .JJ. v. 定

義より， I=瓦{f:v1}{x: 四}: r'{J: 内→ r}{x: n}. よっで帰納法の仮定を

Ei{f: v1}{x: vi} 1-Mf .JJ. vに適用すると F V: rである. I 

問14.17定理14.10の証明のその他の場合を示し， 証明を完成せよ．

以上の自然意味論の評価関係E卜M.JJ.vは， 適用順評価アルゴリズムの再帰

的な記述とみなすこ と ができる． すなわち， 評価関係の定義から，

eval(E, M) = v⇔ E卜M.JJ.v

なる性質をもつ評価アルゴリズムevalが直接導かれる． 図14.6にその定義の 一

部を与える．
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eval(E, c) = c 

eval(E,x) = E(x) 

eval(E, 入x.M)= cls(E, 入x.M)

eval(E, µ.f.x.M) = rec(E, µ.f.x.M) 

eval(E, Mi M2) = let vi = eval(E, Mi) 
v2 = eval(E, Mi) 

in case vi of 
cls(Eぃ入x.Mり⇒eval(Ei {x: 四},M;),
rec(Ei, µ.J.x.Mf)⇒ eval(Ei{J: v1}{x: v2},Mf) 

eval(E, (Mi, M2)) = (eval(E, Mi), eval(E, M2)) 

図14.6 ラムダ式の評価関数の定義の 一部

問14.18評価関数evalの定義を完成し． さらに， 以下の手順で， 問14.14で作成した

ラムダ式の評価プログラムを変更することにより， ラムダ式のインタ ープリタを作成

せよ．

(i) Vで表される値を表すデ ー タ型と， そのプリント関数を定義せよ． ただし関数閉

包は単にclosureとプリントするものとする．

(ii)コンビネ ー タヘの翻訳と実行の部分を，eval関数を実行する関数に置き換え．

ラムダ式のインタ ープリタを完成せよ．

§14.3 SECD機械へのコンパイル

自然意味論の評価関数evalは， 再帰関数が使用可能な既存のプログラミング言

語によって容易に実現できる． このように， 高水準プログラミング言語を別の高

水準プログラミング言語で解釈し実行する方式を， インタ ープリタ（解釈プログラ

ム）方式 とよぶ． インタ ープリタは， 既存の言語を使い簡単に実現できるという利

点があるが， プログラムを効率よく実行するためには， 別のプログラミング言語

で解釈するので はなく， プログラムを機械語 コー ドに変換するコンパイラを構築

する必要がある． 自然意味論で実現される意味を コ ンピュ ー タで実現するために

は， 自然意味論の定義に使用されている諸概念の中で， コ ンピュ ー タの機能で直

接実現できないも の を， 機械語に翻訳する方法を確立する必要がある．

自然意味論の定義の中で， コ ンピュ ータの機能に対応していない主な要素は， 評
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価関数の再帰的な適用 機構である． 再帰的な関数 適用を実装するためには， 再帰

的処理に入る前に， 現在の処理の情報を記録し， 再帰的処理が終了した後再開す

る必要がある． こ れは， 再開のための制御情報 と 途中 まで 得られた計算結果をス

タックに記憶するこ とによって実現 できる． この考えに従い自然意味論を実現す

るモデルがSECD機械 である. SECD機械は現在のコンピュ ー タの細部を抽象

した ものとみなすこ とが できる． このようなモデルを， プログラミング言語のた

めの抽象機械(abstract machine) と よぶ．

SECD機械は， スタックS, 環境E, コー ド列C およびダンプDの 4つの構

成要素からなる． スタックSは， これまでに得られた計算の途中結果の値Vを

保持するメモリー 領域であり， 最も最近得られた計算結果が リストの先頭要素と

なるように管理される. sの構造は以下のBNF文法で与えられる．

S ::= nil I V::S 

V ::= c I Cls(E, x, C) I Rec(E, f, x, C) I (V, V) I l(V) I 2(V) I Wrong 

nilは空のスタックを表し， V::Sは， Sの先頭に Vを付け加えて得られるスタッ

クを表す． 値の構造は， 関数閉包と再帰的関数閉包の中にラムダ式ではなくコ ー

ド列が 入ることを除けば， 自然意味論における値 と同様 である．

環境Eは変数 と 値の対応関係を保持する環境 であり， 自然意味論 で 使用した 環

境と同様の構造をもつ ．

コー ド列Cは， 機械の動作を指示する命令コー ドIのリスト であり， 以下の文

法で 与えられる構造をもつ．

C ::= nil I J::C 

I ::= Const(c) I Acc(x) I MakeCls(x, C) I MakeRec(f, x, C) I App 

I Return I Pair I Fst I Snd I Inl I for I Case((x, C), (x, C)) 

ダンプDは，再帰 処理の後再開 するための制御情報を保持するスタックである．

計算を再開するためには， 現在の環境と 再開後のコー ド列が分かればよい． ダン

プDはこの組を保持する以下の構造をもつ スタックである．

D ::= nil I (C, E)::D 
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SECD機械は， Cの先頭にあるコー ドをSECD で 定 まる機械の状態に 対して

実行し， 状態を更新するこ とを繰り返す機械 であり， その形式的な定義は以下の

形の状態遷移関係によって与えられる．

(S,E, C,D)→ (S', E', C', D') 

状態遷移 関係を図14.7に与え る． ただし， この規則に存在しない機械 状態に対

しては， 機械はWrongを出力し停止するものとする． すなわち， 図に定め る規

則がいずれも該当しない場合には，

(S, E, C, D)→ (Wrong::S, E, nil, D) 

なるの遷移が起こるものとする．

(S, E, Const(c )::C, D)→ (c::S,E,C, D) 
(S, E{x: V}, Acc(x)::C, D)→ (V::S, E{x: V}, C, D) 

(S, E, M akeCls(x, Co)::C, D)→ (Cls(E, x, Co)::S, E, C, D) 
(S, E, M akeRec(!, x, Co)::C, D)→ (Rec(E, f, x, Co)::S, E, C, D) 

(V::Cls(Eo, x, Co)::S, E, App::C, D)—→ (S,Eo{x: V},Co,(C,E)::D) 
(V::Rec(Eo, f, x, Co)::S, E, App::C, D)→ (S, Eo{J : Rec(E砂x,Co)}{x: V}, 

Co,(C,E)::D) 
(S, E, Return::C, (Co, Eo)::D)→ (S, Eo, Co, D) 

(Vi ::V: が：S, E, Pair::C, D)→ ((Vi, V1)::S,E,C, D) 
((VぃV2)::S,E, Fst::C, D)→ (V1 ::S, E, C, D) 
((Vi, Vi)::S, E, Snd::C, D)→ (V: が：S,E,C,D) 

(V::S,E,In l::C,D)--, (l(V )::S,E,C,D) 
(V::S, E, Inr::C, D)→ (2(V )::S, E, C, D) 

(l(V )::S, E, Case((x, C1) , (y, C2 ) )::C, D)→ (S,E{x: V},Cい(C,E)::D)
(2(V )::S, E, Case((xぶ），(y,C2 ) )::C, D)→ (S, E{y: V}, C2 , (C, E)::D) 

固14.7 SECD機械の実行規則

各状態の組 (S,E, C, D)に対して高々1つの規則しか定義されていないため ， こ

の規則は決定的な計算の表 現と なっている． したが って各コー ドに対して， その

動作を実現する機械語列を用意すれば， 容易にコンビュ ー タで 実現可能である．

このSECD機械を使ってAの自然意味論を実現するためには， ラムダ式を

SECD機械 コー ドに翻訳する方法を構築しなければならない． 翻訳の主な仕事は，
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木構造をなすラムダ式を一次元のコ ー ド列に変換することである． 命令コ ー ド I

のみからな るコ ー ド列を[I]と書き，コ ー ド列 C 1 と C2 を連結して得られるコ ー

ド列をC1 @C2 と書く． 翻訳アルゴリズムを図14.8に与える．

[c] = (Const(c)] 
曰= (Acc(x)] 

［入x.M] = [MakeCls(x,[M〗@[Return])] 
[µf入x.M〗= [MakeRec(J,x,[M罰Return])]
[M1 叫= [Mt]@[M2 ]@[App] 

[(M1 , M2 )〗= [M1]@[叫@[Pair]
[M[l]〗= [M胴Fst]
[M[2]〗= [M]@[Snd] 
[l(M)] = [M]@[In!] 
[2(M)〗= [M]@[Inr] 

[(case Mo of l(x)⇒ M1, 2(y)⇒ M2 )] 
= [Mo]@[ Case((x, [M1]@[Return]), (y, [M2 ]@[Return]))J 

固14.8 ラムダ式のSECDコ ー ドヘの翻訳アルゴリズム

ラムダ式 Mを翻訳し， そのコ ー ドを環境Eの下でSECD機械で実行した結果

がVであることを， Eval(E,M) = Vと書く．すなわち，

Eval(E, M) = V⇔ (nil, E, [M], nil)�([VJ, E, nil, nil) 

である．この関係は，自然意味論で定義された操作的意味を忠実に実現するもので

あることを証明できる．そのために ，自然意味論における値 vと 環境EのSECD

機械 における表現5と万をそ れぞれ以下のよう に定義する．

も=c

cls(E, 入x.M) = Cls(応瓦@[Return])

rec(E, µ.f.x.M) = Rec(瓦f,x瓦@[Return])

(v1,v2 ) = (可，巧）

l(v) = l(v) 

躙= 2(万）

wrong = Wrong 

万= {x: 瓦Ix E dom(E)} 
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自然意味論とSECD機械の実行には以下の関係がある．

定理14.11も しEI-M.lJ.vかつv # Wrong なら(S,瓦[M]@C,D)二→

（石：：S厄，C,D) である．

［証明] EI- Mいの長さに関する帰納法で証明する. Mの構造により場合分

けを行なう．

cおよぴxの場合 定義より明らか．

入x.Mの場合. v = Cls(E, x, M)であり ， 万= Cls(瓦x,[M]@[Return])で

ある． また［入x.M] = [MakeCls(x, [M]@[Return])]である． 一方

(S厄，MakeCls(x,[M]@(Return])::C, D) 

二(Cls(瓦x,[M]@[Return])::S厄，C,D)

である．

µ.f.x.Mの場合． 入x.Mの場合と同様

M1 狛の場合. v # Wrongであるから，評価関係の定義より

であるか ， または

E卜M1 .lJ. cls(E心x.M;),

EI-M2 -U-v1 , かつ

瓦{x: vi}トM; い

E I-M1 -U-rec(E研f.x.M;),

EI-M2 -U-v1 , かつ

Ei{f: rec(E1 ,µ.f.x.M;)}{x: vi}トM; .ij.v 

である． 以下はEl- M1 .ij.cls(E1 ,x,M;)の場合のみ示し， 他の場合は練習問題

とする．

[M1 叫= [M詞M2 ]@[App]である． 帰納法の仮定および値の対応の定義

より，

(S, 瓦[M詞叫@[App]@C,D) 

今(Cls(瓦，x,[M�]@[Return])::S厄，[M2]@[App]@C,D) 
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である. M2 の評価に対する帰納法の仮定より，

(Cls(瓦，x,[叫@[Return])::S厄，［叫@[App]@C, D ) 

二（可：：Cls(瓦，x,[Mり @[Return])::S厄，App::C, D )

である. SECD機械の動作の定義より

（珂：Cls(瓦 x,[Mり @[Return])::S厄，App::C, D )

→ (S瓦{x国},[Mり @[Return], (C, 万）：：D)

一方，値の対応の定義より，瓦{x: vi}=万孔x: 可｝であるからM; の評価に対

しても帰納法の仮定が使えて，

(S瓦{x国},[M;]@[Return], (C厄）：： D ) 

二（万：：s, 瓦{x: 可},[Return], (C厄）：： D ) 

である. SECD機械の動作の定義より

(v::S, 瓦{x阿},[Return], (C厄）：：D)→（石：：s, 瓦 C, D )

である． 以上より，

(S, 瓦[M1]@[M2]@[App]@C,D)二（万：：S厄，C, D )

である．

(M1 ,M2 )の場合. v -I wrongであるから，評価関係の定義よりある v1 , v2があっ

て，E f- M 1 .I). V1, E f- M2 .I). V2 かつv = ( v1 , v2 ) である． 一方[(M1 ,M2 )]C =

[M詞叫@[Pair]@Cである． 帰納法の仮定より，

(S,1う，[Mi]@[叫@[Pair]@C,D )→ （可：：S厄，［叫@[Pair]@C,D) 

である. M2 に対する帰納法の仮定より，

（可：：s, 万，[M輝Pair]◎C, D )→（巧：：可：：s, 瓦Pair::C, D )

SECD機械の動作の定義より，

（巧：：可：：C, 万，Pair::C, D )→((可，巧）：：s, 瓦 C, D )
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以上より，

(S厄，[M 詞M調Pair]@C, D )� 向：：S厄，C,D)

である． ＇

 
問14.19 M1狛でE卜M1 .l).rec(E,f,x,M;)となる場合を含むその他のすべての場

合を証明し， 上記定理を完成せよ．

この定理から直ちに以下の関係が導かれる．

系14.12もしeval(E,M) = v なら，Eval(瓦 [M]) =万である． 。

問14.20問14.14以下の手順で，問14.14で作成したラムダ式の評価プログラムを変
更することにより， ラムダ式のSECD機械へのコンパイラを作成せよ．

( i )  SECD機械コ ー ドを表すデ ー タ型と，そのプリント関数を定義せよ．
(ii)コンピネ ー タヘの翻訳関数を，SECD機械コ ー ドヘの翻訳関数に掴き換え， ラ

ムダ式のコンパイラを完成せよ．
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これまで学んできたラムダ計算は， 型付きのシステムであるが， ラムダ式自体

は型の指定のない式である． これはプログラミング言語にとって2つの重要な意

味がある． 第一点はユ ー ザが繁雑な型の指定を一 切書かなくてよいこと， またそ

のためには， システムが型を推論しなければならないことである． 第二点は， 型の

指定がないため複数の型をもつ汎用性のあるプログラムが書けることである． 本

章ではこの2つの原理を学ぶ．

§15.1型情報の推論

ラムダ計算の型システムは， プログラムが型をもつ条件を論理法則の形で定義

したにすぎない． 型システムをプログラミング言語で実際に利用するには， 与え

られたプログラムの型を決定するアルゴリズムが必要である. PASCALやCな

どの従来の型付き言語では， この操作を簡単にするために， プログラムが使用す

る変数の型をあらかじめ宣言することを要求している． そのような言語では， 例

えばリストの長さを計算するプログラムは， 以下のような型宜言付きプログラム

となる．

fun length (x: int list) = 

case x of Nil => 0 

I Cons(h:int,t:int list)=> 1 + length t 

end ; 
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このような型宜言付きのプログラムの型の整合性チェックは容易である．

問15.1 ラムダ式の文法を以下のような型宣言を含むように変更する．

M ::=CI XI泣： T.M I (M M) I (M, M) I M(l] I M(2] 
I (l(M): r) I (2(M): r) I (case M ofl(x: r)⇒ M, 2(x: r)⇒ M) 

I let x =Min MI fix(M) 

( i )この文法に対する型付け規則を定義せよ．

(ii)ラムダ式は与えられた型環境の下で嵩々1つの型しかもたないことを示せ．

(iii)ラムダ式Mと型環境rを受け取って， もしMがrの下で型をもてばその型

を返し， 型をもたなければエラー を報告するアルゴリズムを定義せよ．

しかしながら， 型宣言は多くの場合自明であり繁雑である． われわれがモデル

とするプログラミング言語MLでは， 型宣言を必要としない． 例えば上記のプロ

グラムは単に

fun length x = case x of Nil=> 0 
I Cons(h,t) => 1 + length t 

と書ける． 型宣言を必要としない言語で型チェックを行なうためには， 式の型を

推論することが可能でなければならない．

型推論問題を理解するために， 以下の簡単なラムダ式のもちうる型を考えてみ

よう．

入f.入x.f (f x) 

この関数は， 自由変数を含まず2つの引数をとる関数なので， もし型の制約を満

たすならば， 空の型環境のもとで内→ 乃→T3の形をした型をもつはずである．

さらにTtは f の型のはずであり，72'j: Xの型のはずである． するとJxが型の制

約を満たすために， f の型であるnはxの型72を引数の型とする関数型でなけれ

ばならない． さらにf (f x)の関数適用を考えると，f の引数の型はfxの結果の

型と一致しなければならない． 以上の制約をすべて満たす型は (T→T)→ T→T 

であり， 逆にこの形の任意の型はこのラムダ式の型であることがわかる．

型推論問題を解くためには， このような推論を自動的に行なうアルゴリズムを

構築する必要がある． さらに自由変数を含むラムダ式の型を推論するためには，
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自由変数の型付けを行なう型環境も推論しなければならない． 最も一 般的な型推

論問題は， 以下のように表現できる．

与えられたラムダ式Mに対して，Mのもちうる型判定の集合

{I'C>M:TIAI-妙M: T} 

を決定せよ．

この問題が解ければ当然型チェック問題やラムダ式が与えられた型をもつか， と

いった問題にも容易に答えることが可能である． 以下Aの型推論問題を考える．

ただし以前同様， 名前の束縛構文let x = Mi in M2は（入x.M2)M1の略記法と

みなす．

(a)主要な型判定と型の単一化

上記の例からわかるように， ラムダ式は一般に無数に多くの型判定をもちうる．

したがって， 型推論問題を解決するためには， これらすべての型判定を推論する

必要がある． この問題が解決可能であるかは， 型システムの表現力の強さに依存

する． 幸いAの型システムに対しては， 与えられたラムダ式のもち得るすべての

型判定を代表する，主要な型判定を推論することによって解決可能である． 上記

の例の入f入x.f (f x)の場合，

0 [>入f.入x.f (J x) : (a→ a)→ a→ a 

が主要な型判定であり， その他の型判定は， この型判定の型変数aに適当な型を

代入し， 型環境に適当な仮定を加えることによって得ることができる．

主要な型判定は， 型判定に含まれる型変数への代入を通じて定義される . x が，

型または型を含む構造のとき，Xに含まれる型変数の集合をFTV(X)と書く．

型変数の代入Sを型変数の有限集合から型への関数とする． 型変数01, ... ,an を

それぞれTl, ... ,Tn にうつす代入を[Ti/01, ... ,Tn/on ]と書く． 型の代入Sは，

a r/ dom(S)なるaに対してS(a)= aとみなすことにより， 型変数全体への関

数 s+ に拡張される． さらにこのように拡張された代入は， 型の構造に関して再
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帰的に拡張する ことによって以下の ように， 型全体の関数Sに拡張される．

如） = s+ (a) 

部） =b 

S(r1 → 乃） = S(ri)→ 翫）

S(内x r2) = S(r1 ) x S(乃）

S(内＋乃） = S(r1 ) + S(乃）

与えられたSに対してSは一意に定まる. S1,S2 を型の代入とする．ふとS2の

合成S1 0 ふをふ0S2 (a)=ぶ(S{(a))と定義する． さらに， この 合成演算は右

結合すると約束し，S1 o(S豆ふ）を括弧を省略してS1 oふoS3と書くことにす

る． 以降Sとその型への拡張 S を同 一 視し， S を単にSと書く ことにする．

ある型の代入Sがあって，乃=S(r1 )であるとき，T2はT1 の 例( instance)で

あるという． また型判定I'C>M: TとI''C>M : r'に対して， あるSがあっ

てSげ）こFかつ S(r) = r'となるとき，I''C>M : r'はI'C>M: Tの例

であるといい， またI'C>M: TはI''C>M : r'より 一 般的であるという . s

を任意の型の代入とすると， 簡単な帰納法により， もしAI-I'e>M:Tなら

A I-S(I') C> M : S(r)である ことがわかる． この性質と補題12 .4 より， 以下の

性質が成立する．

補題1s.1 A 1-- r e> M : r かつ I''C>M : r'がI'C>M : Tの例なら

AトI''t>M: がである． D

したがって， 導出可能な型判定AI-I'C>M: Tが，Mに対して導出可能なす

べての型判定より 一 般的であるなら，I'C>M:rは，Mのもちうる型判定の集

合を代表する ことになる． このよう な型判定を主要な型判定( princ ipal typing)と

vヽう．

Aに対しては， 主要な型判定を計算するアルゴリズムが存在し， したがって， 型

推論問題が可解であることを証明する ことができる． その方針は， 与えられた型

なしラムダ式Mの部分式のもつ型判定の間に成立すべき条件を， 型の間の等式

として表現し， その等式を満たす最も一 般的な解を求める ことである．
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例えば上記の考察より，入f入x.f(Ix)は0t>入f入x.f(fx) : (r→r)→ T→ T 
の形の型判定をもつはずである．この型判定に関する分析を系統的に行なうと，およ

そ以下のようになる．まず．求める型判定を，型変数を用いて0t>入f入x.f(Ix) : a 

と置く． この型判定の導出には， この式に含まれる部分式f (Ix), (Ix), f, ぉ
よび xに関する導出が含まれているはずである． それらをさらに以下の よう に

置く．

、
�
、
�
、̀＇’,
‘.,'‘

1

2

3

4
 

•

•

•

•
 

5

5

5

5

 

1

1

1

1

 

,i_
 {f:a,, x:aェ} t> I (I x) : a1 

{I: aゎx : ax} t> (I x) : a2 

{I: aゎx:ax} t> f : a1 

{I: aゎx:ax} t> x : aェ

与えられた式の型判定は， 型判定(15.1)から型付け規則(abs)によって得られ

たもののはずである． さらに， 型判定(15.1),(15.2)はそれぞれ， 型判定(15.3)と

(15.2) , および型判定(15.3)と(15.4)から型付け規則(app)によって得られたも
ののはずである． したがって， 型付け規則(abs)と (app)の 形を考えると， 型の

間に以下の等式が成立するはずである．

a= 釘→ Ox → 01 

句= 02 → 01 

OJ= Ox → 02 

この等式集合が， 注目している型判定 0C>入f入x.f(f x) : aの満たすべき条

件である． そ こで， 上記等式を型変数間の方程式と考え， その最も一般的な解を

求めれば， それが入f入x.f(f x)のもつ型判定の集合を表現しているはずである．
この例の 場合， 最も 一 般的な解は以下のよう な型判定に対応する．

0 C>入 f.入 x.f(f x) : (a1 → 叫→ Q1 → Q1 

以上の 洞察から， 型推論問題は， 型の 間の等式集合の最も 一 般的な解を求め

るアルゴリズムがあれば， 計算可能と期待できる． これが単 一 化アルゴリズム

(unificat ion alg orithm)である．
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Eを型の組の集合とする．代入S が，任意の(T1,乃）EEについてS(T1)= S(乃）

を満たすとき， Eの 単一化(unifier)という. S1とふをEの単 一 化とする. S1 

がふより一般的な単 一化であるのは， ある代入品が存在してS 2= S3 oふと

なるときである．

定理15.2 (単一化アルゴリズム）与えられた任意の 型等式の 集合Eに対して，

もしEが単 一化をもてばEの最も 一般的な単 一化(most g eneral unifier, mgu) 

を返し， もしEが単 一化をもたなければエラ ーを報告するアルゴリズムU が存

在する. D 

この定理の証明が与える単 一化アルゴリズムU は， 型推論ばかりで なく， 計算

機科学の 数多く の 分野で使用されている重要なアルゴ リ ズムである． この 定理の

証明には種々 の 方法があるが， その 中で 最も簡潔でエレガントと思われる， 等式

系の変形規則を用いた定義とその正しさの証明を紹介する．

型の代入S は{(a,T) I S(a) = T}なる集合と同型であるから， 以下のアルゴ

リズムの定義では この集合表現により， 型の代入を表現することにする． 型の等

式の 集合EとSの組の 変形規則の集合を図15.1 のよ うに与える．ただし図の規

則の定義において， 型の組(Tぃ乃）の順序は重要ではないものとする．

(u-i) (EU {( T , T )}, S )⇒ (E, S ) 

(u-ii) (Eu{(a, T )}, S ) 
⇒ ([T /a](E), {(a, T )} U [T /a](S)) (ただしart. FTV( T )のとき）

(u-iii) (Eu {(叶→ 叶，吋→ 吋） }, S ) ===> (EU{( T{, Ti),( Tf吋） }, S) 

(u-iv) (Eu {(T{ X呼，吋X Ti)}, S ) =⇒ (EU{( T{, Ti),(ボ吋） }, S ) 

(u-v) (EU {(叶十 Tも吋+ T名） }, S ) ===> (EU{( T{, Ti),(叶，T多） }, S ) 

図15.1 単一化アルゴリズムの変形規則

関係二⇒ を関係＝⇒の反射的推移的閉包とする． この 関係を使い， アルゴリズ

ムU を以下の関数として定義する．

U(E) = { S ((E, 0)今(0,S )のとき）

failure ( 上記以外）

このアルゴリズムが単一 化ア ルゴリズ ムであることを示す．
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まず， 各変形規則が単 一 化の集合を保存すること， すなわち，5つの 変形規則

がいずれも以下の性質を満たすことを示す．

(E1,S 1) ==} (E2,S 2)なら，(E1U S 1)の単一化の集合と(E2US分
の単一化の 集合は 一致する．

任意のSは， 同一の型の組{(r,r)}の単 一 化であるから， 規則(u-i)について上

記の性質は成立する．任意の代入S について， もしS がS(r)= S(a)を満たせ

ば， 任意の がについてS([r/a]r')= S(r')であることをr'に関する帰納法で容

易に示すことができる．よって，S が EU{(a,r)}の単 一 化であることとSが

[r/a](E) U {(a, r)}の単 一化である ことは同値である．よって， 規則(u-ii)につ
いても上記の性質は成立する． また， 任意の S について，

S(rf→ 吋）= S(ri→ Ti)⇔ S(rf) = S(ri) かつS(r[) = S(r名）

であるから， 規則(u-iii)についても上記の性質は成立する．規則(u-iv)と規則

(u-v)とに関しても同様である．

この性質より， もしU(E)= S なら，(E,0)�(0, S )であるから，S の最も一

般的な単一化はEの最も一般的な単一化である．一方，Sは，常に，a;rt FTV(r;), 

かつ a;#ai(i#j) を満たす{(aぃT1), ... , (an , な）｝の形をした集合であるこ

とを容易に示す ことができる．したがって，Sの最も 一般的な単一化はS自身で

ある．よって，U(E) = S ならSはEの最も 一般的な単 一化である．

つぎにアルゴ リ ズムが失敗を報告する場合を考える. U(E) = failureと仮定す

る．アルゴリズムの定義より，(E,0)�⇒ (E',S), かつ(E',S)# (E",S')であ

るE'#0があるはずである．一方， 変形規則の定義から， 明らかに，(E',S) =/=⇒ 

(E", S ')であれば， E'は単 一化をもたない．したがってE'USも単一 化をもた

ない．変形規則は単一 化集合を保存するから，Eも単一化をもち得ない．

以上より，U は， もし停止すれば， その結果は定理 15.2の条件を満たす こと

が示された． 上記の手続きが正しいアルゴリズムであることを示すためには， さ

らに， すべての入力に対して停止することを示さなければならない． この性質は，

再帰的に定義されたア ルゴリズ ムの場合は， 多くの場合自明である．しかし，U

の定義の場合は必ずしも明らかではない． 一般に アルゴリズムの停止性を示すた
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めには， ア ルゴリズ ムが操作するデ ー タ の複雑さを表す量を定義し， アルゴリズ

ムが行なう操作が， 常に この最を減少させることを示せば よい． このような羅を

アルゴリズ ムの停止測度とよぶ．

半順序集合がm > m 1 > m 2 >··· となる無限の減少系列をもたないとき整礎

であるという． 停止測度は， 整碇な集合の要素であればよ い． アルゴリズムの停

止性の証明のポイントは， アルゴリズムの性質からその ような停止測度を見つけ

出す ことである．

型の等式集合Eの中の型変数の数と，Eに含まれる型の大きさの総和の組を

Measure(E)と書く． このような組の集合に対して以下の辞書式順序を考える．

(a, b ) < (a',b ')⇔ a< a'または(a=a' かつ b < b') 

組(0,0)は， この順序関係に関して最小元となっているから， 可能な組の集合は

整礎な集合である．

各変形規則は， 以上定義したMeasure(E)を減少させる． すなわち， 各変形規則

に対して， もし(Ei , ふ） =} (E2, S 2)ならMeasure(E1) > Measure(E2)が成

立する． 規則(u-i), (u-iii), (u-iv)および(u-v)の場合は，Measure(E1)= (a, b ), 

M easure(E2 ) = (a', b')のとき，a2: a'かつb> b'である． 規則(u-ii)の場合は，

Measure(E1 ) = (a, b ), Measure(E2) = (a',b')のとき，a>a'である． いず

れの場合も，Measure(E1 ) > M easure(E2)が成立する． よってMeasure(E)

はUの停止測度であり，Uはすべての入力に対して必ず停止する ことが示された．

以上で定理15.2が証明された． 図15.2に単一化の計算例を示す．

(b) 型推論アルゴリズムとその性質

単一化アルゴ リ ズムの存在は， 等式集合で表現された型の制約を満たす解が存在

すれば最も一般的な解が存在し， さらにその解は型変数への代入として計算できる

ことを示している． 以下に定義する型推論アル ゴリズムPTS は， 与えられたラム

ダ式の部分式の型が満たすべき条件を型の等式集合として表し， その制約を満たす

最も一般的な解を，単一化アルゴリズムを用いて求めるアルゴリズムである. PTS 

は式Mを受け取り， もしMが型をもてば， その最も 一般的な型判定I'r>M: T 

を返し， もしMが型をもたなければエラーを報告する. {I'i, . .. ,I'n}を型環境の
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({(et,OJ→ 知→ 01 ), (af,°'x → 02), (01心→ 01)},0) 

⇒ ({(of, Ox → 02), (01心2→ oi)}, {(o, 町→ 知→ OJ)})

⇒ ({(ox → a研2→ 01 )},

{(oJ,Ox → 02), (o, (ox → 02)→ 知→ 叫｝）

⇒ ({(ox 心2),(02, OJ)}, {(of, Ox→ 叩），(o,(ox → 叫→ Ox → oi )})

⇒ ({(02, 01)}, {(ox , 02), (o J心2→ 叩），(0,(02→ 叫→ 02→ 01)})

⇒ ({}, {(o砂1),(oか oi ),(oゎm→ 01), (o, (01 → 叫→ m→ oi )})

U({(o,01→ Ox → 01 ),(oj,Ox → 02), (01心2 → 01)})
= [oJ/02,oJ/ox ,01→ oJ/oゎ(01→ 叫→ m→ 01)/0]

固15.2 単一化計算例

集合とするとき， 集合{(I';(x),I'i(x)) Ix E dom(I';) ndom(I'i ), 1�i < j�n} 

をmatche s({I'い・．．，几｝）と書く． 型推論アルゴリズムを図15.3に与える．

型推論アルゴリズムの満たすべき性質に， 健全性と完全性がある． 型推論アル

ゴリズムが健全であるとは， アルゴリズムが推論した型判定は導出可能であると

いう性質であり， すべての型推論アルゴリズムが満たすべき基本的性質である． 型

推論アルゴリズムが完全であるとは， そのア ル ゴリズ ムが， 式のもつすべての型

判定を推論できるという性質であり， その十分条件は， アルゴリズムが推論する

型判定が， 式のもつすべての型判定より 一般的である ことである． すべての式に

対して主要な型判定が存在するシステムでは， 型推論アルゴリズムが， 常に主要

な型判定を推論すれば， そのアルゴリズムは健全かつ完全である． 実際にPTS

は健全かつ完全な型推論アルゴリズムである． まず健全性を示す．

定理15.3 (PTSアルゴリズムの健全性）もしPTS(M)= (I',r)なら， A I­

I't>M :rである．

［証明]Mを任意の式とし，PTS(M)= (I', T)と仮定する． 証明はMの構造

に関する帰納法による． 以下， 変数， ラムダ抽象， 関数適用の場合を示し， その

他の場合は練習問題とする．

xの場合. PTS(x) = ({x: a}, a)であり， Al-{x:a}t>x: aである．

入x.M1 の場合 アルゴリ ズ ムの定義 より，PTS(M1) = (I'i,T1)なる n 汀1
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PTS(c) = (0,T) (cの型がTの場合）

PTS(x) = ({x: a},a) (a fresh) 

PTS(入x.M1) = let (I'i汀1) = PTS(M1 ) 
in if x E dom(I'i) then (ハ伝ハ(x)→ Tt) 

else (I'i, a→ r1) (a fresh) 

PTS(M1狛）= let (八Tt)= PTS(M1) 
（几，T2) = PTS(M分
S = U(matches({I'ぃ乃})U{(TぃT2→ a}) (afresh) 

in (S(I't) u S(乃），S(a))

PTS((Mi, M2)) = let (I',, て)= PTS(Mi) (i E {1,2}) 
S = U(matches({I'i, 乃｝））

in (S(I'1 UI'2),S(ri) x S(r2)) 

PTS(M[i]) = let (I',T) = PTS(M) 
S = U({(a1 x a2,T)}) (a1a2 fresh) 

in (Sげ），S(a;))

PTS(l(M)) = let (I', r) = PTS(M) in (I', T + a) (a fresh) 

PTS(2(M)) = let (I',T) = PTS(M) in (I',a + r) (a fresh) 

PTS((case M1 ofl(x)⇒ M2, 2(y)⇒ M3)) = 
let (I';, r;) = PTS(M;) (i E {l, 2, 3}) 

S = U(matches({I'i, I'2\x, I'3\y}) U matches({I'2, {(x, a t)}}) 
Umatches({応，{(y,a分}})U{(Tぃa1 + a2),(a3,r2),(a3汀3)})

in (S(I'i un),S(T1) X S(r2)) (a1,a2心3fresh) 

PTS(fix(M)) = let (I',r) = PTS(M) 
S=U({(T,a→ a)}) 

in (S(I'), S(a))·(a fresh) 

図15.3 型付きラムダ計算の型推論アルゴリズム

が存在する. x E dom(I'i)と仮定する． アルゴリズムの定義より， x ,f.domび），

n = ru {x: 乃｝，かつ T = 乃 →Ttである． 帰納法の仮定よりA I- I'{x: 

叫t>払： m である． 規則(abs)より，A I- I't>入x.M1: T2→ m である．

つぎに x rf_ dom(I'' ) と仮定する． アルゴリズムの定義より， PTS(M1) = 

（八T1 ), r = rぃかつT=Q→ nである． 帰納法の仮定よりA I- I't>M1 ; T1 

である． 補題12.4および12.5より，AI--I' {x:a}t>M1 : T1である． よって規

則(abs)より， I't>入x.M1 : a→ T[である．
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M1 止の場合． アルゴリズムの定義より，PTS(M1)= (I'ぃT1), PTS(M2) = 

(Iら，乃）， S= U(matches({(I'i,Iら} ) u {(乃→a,T1 )}), I'=S(nun), かつ

T= S(a)である． 帰納法の仮定および定理12.7より，I't>M1 : S(乃）→ S(a) 

かつI't>M2 : S(乃）が成り立つ． 規則(app)より，I'!>払M2:Tが成り立

つ．

問15.2その他の場合を示し． 定理15.3の証明を完成せよ ．

＇

 

定理15.4 (PTSアルゴリズムの完全性）もしMが型判定 I''t>M: r'をも

てば， PTS(M)= (I',r )かっI''t>M: がはI't>M: rの例である．

［証明］証明はMの構造に関する備納法による． 以下，変数 ， ラムダ抽象，関

数適用の場合のみを示し， その他の場合は練習問題とする．

xの場合. I't>X:Tと仮定するとI'(x)= Tである． したがって， I't>x:T

は{x:a}t>x: aの例であり， 成立する．

入x.M1 の場合. I'(>入x.M1: r{→ r; と仮定する． 型システムの定義により，

I'{x: r{} t>払： T� である． 帰納法の仮定より， PTS(M1 )= (I'i,r1 ), ある s。

が存在し， So(I'i)�I'{x: r{}かつ S0(r1 )= r; である. x E dom(I'i)の場合

を考える . s。(I'i(x))=吋である． アルゴリズムの定義によ2り， PTS(入x.M1 )= 

(I'i伝，I'i(x)→T1). 一方， So(I'i\,,)�I'か つ So(I'i(x)→ T1 ) =吋→ T� であ

る． したがって， I't>入x.M1 : r{→せはI'1 \xi>入x.M1:I'心）→mの例であ

る． つぎに ， x If. dom(I'i)と仮定する. So(I'i)�rである． アルゴリズムの定

義により， PTS(入x.M1)= (I'i,a→ T1). ここで aは新しい型変数であるから，

So(I'i) = [r{/a] o S0(I'1 )�I' かつ[r{/a] o So(a→ T1 ) = T{→ せである． し

たがって， I't>入x.M1: r{→ T� はI'it>入x.M1: a→ mの例である．

(M1 砧）の場合 I't>払M2 : r'と仮定する． 型システムの定義により，

ある 吋があって I't>払： r{→ がかっI't>狛： r{である. M1に対する

掃納法の仮定より， PTS(M1)= (I'ぃT1)か つ ， あるふが存在し， S1 (I'1 )�I' ,

ふ(r1 )=吋→ がである . M2に対する帰納法の仮定より， PTS(M2)= (n汀2)

かつ ，あるふが存在し，S2(n)�I', S2伍）＝吋である． 一般性を失うことなく，

dom(S1) = FTV(I'i) U FTV(r1)およびdom(S2)= FTV(n) U FTV(乃）と仮

定してよい． またアルゴリズムの性質より，(FTV(I'i) U FTV(r1)) n (FTV(n) U 
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FTV(乃））=0であることを容易に確かめることができるよってS1 u S2は型

変数の代入である. aを新しい型変数とし，S3 = (S1 U S2 U [T1 /a])とすると，

すべてのxE dom(I'i ) n dam(几 ）についてふ(I'i(x))=ふ（几(x))= I'(x)で

あり， またふ h) =吋→ 孔かつS3(乃→ ct)= T; → T'が成り立つ． 以上

より，ふ はmatches({I'ぃ几 })U { (TJ, 乃→a)}の単 一化である． よって， 定理

15.2よりU(matches({I'ぃ几})U {(7ぃ乃→a)})は成功し，S3 より一般的な型

の代入S を返す． アルゴリズムの定義よりPTS(M1 M2) = (S(I'i U I'2), S(a)) 

である . s は品より 一 般的であるから， あるふ が存在してふ(S(I'i u n)) = 

S3(I'J u I'2)�I' かつふ(S(a))=ふ(a)=がである． よってI't>払M2: T1 

はS(I'i Un)!> M1狛： S(a)の例である. I 

問15.3その他の場合を示し，定理15.4の証明を完成せよ．

図15.4に入f入x.f(f x)に対するアルゴリズムPTS の動作を示す． 字下げと

記号 "I" は， 再帰的呼び出しの範囲を表す．

PTS(入f入x .J (J x)) 
I PTS(入x .J (J x)) 
J J PTS(J (J x)) 
I I JPTS(J)=({J:etふ叫
J I J PTS(J x) 
I I I I PTS(J) = (u: Ct叶，et2)
J I J J PTS(x) = ({x: et3}, 四）
I I I I U({(et砂3→叫｝）＝［叩→Ct4屈l
I I I = ({!: 四→Ct4, X: 知}, Ct4) 
J j I U({(et1心3→et4), {et1心4→Ct5)}) 
I I I = [a3→ et3/ Ct砂3/et砂3困］
I I = CU : et3→ Ct3, X : Ct3}心3)
I =CU: 03→幻｝，叩→et3) 

= (0, (et3→ et3)→ Ct3→ 叩）
図15.4 型推論の例

この型推論機構によって， 型宣言のないプログラムの型チェックが可能となる．

問15.4以下の手順でラムダ式の型推論システムを実装せよ．

( i )型を表すデ ー タ型とそのプリント関数を定義せよ．

§15.2 多+111悶数の表現 239 

(ii)製の単一化を行なう関数を定義せよ ． ただしこの関数は型のリストのリストを

引数として受け取り， 各要素リストについて， 要素リストの要素をすべて単 一

化する代入を返すものとする．

(iii)問 14.14 で定義したラムダ式の型を推論する関数を定義し， ソ ースプログラム

のプリントの後， 推論した型情報をプリントする処理を加えよ．

§15.2多相関数の表現

プログラムは， 一般に種々の型のデ ー タに適応可能な， 汎用性をもっている． 例

えば， 恒等関数入x.xは任意の型のデー タに適用可能である． プログラムのもつ

この汎用性をプログラムの多相性とよび， 多相性をもつ関数を多相関数とよぶ．

型推論に基づく型の整合性のチェックのもう 1 つの利点は， この多相型が推論

可能であることである． 例えば入x.xに対しては，以下の型判定が推論される．

0 C>入x.x: a→ a 

この型は，入x.xのもちうる最も一 般的な型判定である． 入x.xの多相性は， この

最も一 般的な型判定によって正確に表現されている． すなわち，入x.xは，a→a 

の中の型変数aを置き換えて得られるT→Tの形の任意の型の関数として使用

可能な多相関数である． 例えば（（入x.x)1, (入x.x)true)において，aはそれぞれ

intおよびboolに自動的に置き換えられ，int→ intおよびbool→ boo lの型と

して使用される． このように， プログラムは一般に多相性をもち， さらに， 前節

で定義した型推論アルゴリズムはその多相性を推論する能力をもつ．

(a) 多相関数の定義機構

しかしながら， これまでに定義してきたラムダ計算の型システムには， この多

相性を利用する機構が存在しない． 例えば（入id.(id1, id true))入x.xのようなプ

ログラムを書いたとしても， 関数入id.(id1, id true)の定義時点で，idは何らか

の1つの型をもたねばならないから， 型エラ ー となってしまう．

Aの型システムでは，（入id.(id1, id true))(入x.x)のようなプログラムは型付け

できないが. (3簡約の結果得られる（（入x.x)1, (入x.x)true)は型付け可能である．
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さらに， この式に2回現れる入x.xは同ーであるから， この部分の型推論は入x.x

の型推論の結果を， この式が使用される文脈に適合させたものであり， 前節の結

果から， それは入x.xの主要な型判定の例のはずである． そこで(id 1, id true)に

現れるidを， ラムダ抽象の変数としてではなく，（入x.x)に付けられた名前として

取り扱えば，（（入x.x)1,(入x.x)true)と同様の型付けが可能と考えられる． こ の

考えのもとに， 多相性を利用する機構を言語の中に組み込む機構が多相的let束

縛とよばれる以下の構文である．

let x = M i in M2 

これまでは， この構文を（入x.M2 )M1 の別記法として取り扱ってきた． しかし

ながら，この構文で導入された変数xは， 一般のラムダ抽象の変数と違い， 式 M1

につけられた名前であるから， より詳しい型の情報を得ることができる． こ の こ

とを利用して， この構文の型推論を， おおよそ以下のように行なうことによって，

多相関数を実現できる．

( i) M1 の最も一 般的な型を計算し， それをxの型として記録する．

(ii) M2 の中のxについては， その型は上記ステップで記録された型が推論さ

れたものとして， 推論を実行する．

例えば， 式letid=入x.xin (id 1, id true)では，idが使われるたびに， 使用さ

れる文脈に適した入x.xの型が推論され，（（入x.x)1, (入x.x)true)と同様の型付け

が可能となる．

(b) letの型付け規則

A の型システムに上記の多相型let構文を導入するために， この構文の型付け

規則を与えなければならない． もっとも簡単な方法は， 以下の型付け規則を追加

することである．

I'!>払： To I'(> [Mi/x]M2 : T 
(letl) 

I'(> let X = M1 in M2 : T 

ここでTOは， 結果の型と関係のない任意の型でよい． この規則により，M2 の中

の各々のxの出現に対して， M 1と同一の型推論がなされる. M1 は， 一般に複
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数の型をもちうるから， 上記の規則は，（入x.M2)Miでは表現できないM2の多

相性を表現している. Aに， 上記の規則を加えて得られるシステムをA1et1 とし，

I'r> M : T がA1et1 で導出可能であることをAletl \--- I'[> M : T と書く．

M1 の型の計算はすべて同一であるから， 上記の規則をそのまま実行するのは

明らかに無駄である前節の結果から， M 1のもちうる型判定は， その主要な型の

例であるので，M1 の主要な型判定を一度だけ計算し記録し， それを保存し， M2

の中でxが使用されるたびに， その記録されている主要な型判定のコピ ー を作り

使用すれば， この無駄を回避する こ とができる． さらに， 主要な型判定の中で r

の部分は共通である． そこで， M1 の型Tとその型に含まれかつI'に含まれな

い型変数を記録し，xが使用されるたびに，Tの中の r に含まれない型変数を新

しい型変数に変えて使用すればよいことがわかる． 例えば， 型環境がI'{y: aサ

で， M1 が入x.(x,y)の場合，I'{y:ai} [>入x.(x,y) : a2 → a2 x a1 であり， a2

は型環境に現れない変数であるから，xが使われるたびにその型を a'→ a'x a1 

として使用すれば， M1 の主要な型を毎回計算し直すのと同 一の効果を達成でき

る． この機構を実現するのが以下に定義する多相型システムである．

多相型を以下のように定義する．

a::= V(a1 ・ ・ ・ 知） .T 

V(a1 · · ·an ).T は， T の中の型変数 a1 , . . .  , an が型を導出された環境に依存せ

ず， したがって任意の型で換えて使用してよいことを表す. FTV(T)\FTVげ）＝

{ a1 ···an }のときCls(I',T) = V( a1 · · ·an ).Tと定める． またa= V(a1· · · an ),To 

かつある T1 , . . .  , Tn に対して T = [ T i/01 , . . .  1 Tn /an ]T。となるときTをaの多相

型の例とよび， T くaと書く． すると， 上で述べた多相型let構文の型チェックは，

以下の規則で形式的に表現できる．

(let2) 
I't>払： ro I'{x: Cls(I',ro)} t>狛： T 

I't> let x = M 1 in M 2 : r 

(var2) I'{x: u} t> x : T if T く6

こ の2つの規則をAの推論規則に加えて得られる型システムをAtet2 とし，I't>M:

T がAtet2 で導出可能であるとき，Atet2卜I't> M: T と書く．

Atet1 とAtet2 は以下の意味で等価である．
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定理15.5 I'が多相型を含まない型環境とする． もしAlet2 I- I'I> M : Tなら

Alet l I-I'I> M : Tであり， また逆も成立する. D

この証明は通常の式の構造に関する帰納法ではうまく証明できない． 困難の原因

はA1et1 でのletx = M1 in M2 に対する型の導出に，[M1 /x]M2 の導出が使われ

ていることにある. [M1/x]M2 の大きさを単純に計算すると，letx = M1 in M2 

の大きさよりも 一 般的に大きく， したがってこの導出に対して， 式の大きさに関

する帰納法が適用でき ない． そ こ で，letを含む式の複雑さの尺度である，let一次

数LD(M)を定義する． 直観的には，LD(M)はMに含まれるlet式の数である

が，let式は入れ子になっているので， 正しく数えあげるには意味論の定義と同様

の手法が必要である. let-次数環境6を変数の部分集合から自然数への関数とし，

自由変数のlet一次数がかで与えられた場合の式Mのlet一次数ld(o,M)を，Mに

関して帰納的に以下のように定める．

ld(o,x) = o(x) 

ld(o, c) = 0 

ld(o, let x = M1 in M2 ) = ld(o, M1 ) + ld(o{x: ld(o, M1 )}, M2 ) + 1 

ld(o, C (M1 , ... , Mn )) = ld(o, M1 ) +· · · 十ld(o,Mn ) 

ここで， C (M1 ,... ,Mn )は上記で定義された以外の式構成子である． 以下の代入

補題が成り立つ．

補題15.6もしld(o,M) :Smかつld(o{x:m}, N) = nならld(o, [M/x]N) :S 

nである．

［証明]Nの構造に関する帰納法による． 以下， 変数およびlet文の場合をの

みを示す． その他の場合はいずれも帰納法の仮定から直接帰結する．

xの場合 [M/x]N=Mかつn=mであり成立する．

y /= Xの場合 [M/x]N = yであり，ld(fi{x:m},y) = ld(b,y) = nであり成

立する．

let y = N1 in凡の場合. ld(fi{x:m},N1)=nぃld(b, [M/x]凡） = n�, と

する． またもしn :S n'ならld(fi{x: n},M) :S ld(fi{x: n'},M)であることを簡

§15.2 紅II�数のJU比 243 

単な帰納法で確認できる． よって以下が成立する．

ld(8{x: m}, let y = Ni in N2 ) 

= n1 + ld(8{x: m}{y: ni}, N2) + 1 (ldの定義）

2 n�+ ld(8{x: m}{y: ni}芯）+ 1 (帰納法の仮定）

2 n�+ ld(8{y: nD, [M/x]凡）+1 (帰納法の仮定，ldの性質）

= ld(8,Iet y = [M/x]N1 in [M/x]凡） (ldの定義）

= ld(o, [M/x] (Iet y = N1 in N2 )) ＇

 AとBを整礎な半順序集合とする. Mのlet-次数をLD(M)= ld(0, M)と定

義し，Mの複雑さを， 辞書式順序で順序付けられたLD(M)とMの大きさの組

とする． こ の複雑さに関する帰納法によって定理15.5を証明する. let構文以外

の両者の型システムは同ーであるから，let構文以外は， 帰納法の仮定から直接導

かれる． そこでM三letx = M1 in M2 に関して証明する．

Atet1 卜I'[>let X = M1 in M2 ; Tと仮定する． 型付け規則より， ある TO が

あって，A1et1 I- r I>柘： T。であり，Azet1 卜I't>[M心]M2 : Tである．

Atet 1の型システムでは，Aと同様， すべての型付け可能な式は主要な型判定が

存在することをMの複雑さに関する簡単な帰納法で示すことができる． さらに，

簡単な議論により， 任意のMとrに対し て， もしMが rのもとで型判定をも

てば， そのどれより 一般的な型判定が存在することを示せる． このような型判定

を，Mの rの下での主要な型判定とよぶことにする．

そこで，M1の r の下での主要な型判定をAlet1 卜 r 1> M1 : T1 とする． 帰

納法の仮定よりA1et 2 I- I'I> M1 : T1 かつAlet2 I- r I> [M心]M2 : Tであ

る． 後者の型判定の導出Dを考える． 型システムの定義よりこの中で出てくる

払の導出は r�r' なるI''に対するAlet2 I- I" [> M1 : T{の形の型判定の

導出である． 定義より，A1et2 I- I''I> M1 : T1 はM1 のI''に関する主要な型

判定であるから，T{ ::; Cls(I'', T1 )である． よって導出Dの中に現れるM1 の

導出を公理I''{x: Cls(I'',T1 )} t> x : T{で置き換え， さらに導出の中の各々

の型環境に仮定x : Cls(I'1 ,T1 ) を加えて得られる導出はA1et2 の導出である．

よってAlet2 I- I''{ x : Cls(I'', T1)} [>狛： Tである． よって規則(let2)より

A1•t2 I-I''[> let X = M1 in M2 : Tである．
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逆にAlet2 I- I't>let x = M1 in M2 : Tと仮定する． 型付け規則よりあるmが

あって，Alet2 I- I't> Mi : TlかつAlet 2 I- I'{ x : Cls(I', T1)} t>狛： Tである． 後

者の 導出に現れる任意の xの型を吋とする． 型システムの 定義より吋:S Cls(I', r1) 

である． よってM2の 導出の 中の各公理I''{x: Cls(I',r1)}t>x : 吋をI' 1t>M1 : r/ 

で置き換え，xの 出 現をM1 で置き換え， さらに各型環境からx: Cls(I', 内）を取

り除く とAlet2 におけるI't> [Mi/x]M2 : r の 導出が得られる． この 導出に対し

で帰納法の 仮定を適用するとAlet lI- I't> [Mi/x]M2 : Tである． また帰納法の仮

定よりA1et1 I- I't>払： nである． よってAletl I- I't> let x = Mi in M2 : T 

である． これで定理15.5 は証明された．

(c) 多相型言語の型推論

MLを始めとする近代的なプログラミング言語で採用されている型推論アルゴ

リズムは，A の 型推論アルゴリズムに多相 型 let式の 推論機構を加えて拡張した

もの である． その もっと も簡単な定義は，A1et1
の 型システムを直接実現するもの

である． こ れはA の 型推論アルゴリズムに以下の 処理を付け加えるだけで実現可

能である．

PTS(Iet x = M1 in M2) = let (I'戸1) = PTS(M1) 

in PTS([Mi/叫M2)

この アルゴリズムは明らかにA1et1 に関して健全かつ完全である．

以上の アルゴリズムは規則 (letl) に基づく型推論アルゴリズムであるが， よ り

効率的で実際に広く使用されている型推論アルゴリズムは， 型環境を毎回推論す

る冗長さを取り除き， 多相関数の 推論には (letl) 規則と等価な規則 (let2) および

(var2)を基礎とした推論を行なうもの である． 型環境 r に多相型を含んでよいも

の とし， 型推論アルゴリズムを，式M に加えて M の 中の 変数の 型付けをすべて

含む型環境I'を受け取り型変数の代入S と型Tを返すアルゴリズム として定義

する． アルゴリズムの 一 部を図15.5に示す．

この アルゴリズムはPTS(M)の拡張である． すなわち， もしI'={x:alxE

FV(M), 各aは相異なる｝なる r に対して

W(I',M) = (S,r) 

W(I',x) = if I'(x) = T then (0,T) 
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else let't(a1 ... an ).T = I'(x) in (0,[a'1/a1, ... ,a�/an ](r)) 

W(I', 入x.M1) = let (Sぃr1) = W(I'{x: a}, M1) in (S心(a)→ 内）

W(I', M1 狛）= let (SぃT1)= W(I', M1); 
(S2汀2) = W(S心）， M2);
S3 = U({(S2(r1), 乃→ a)}) 

in (S3 oふ0S1,S3(a))

W(I', let x = Mi in M2) = let (Sぃr1)= W(I', M1); 
a= Cls(S心），内）；
(S2汀2) = W(S心）{x:a}, M2) 

in (S2 o S1,r2) 

W(I', ( M1, M2)) = let (Sぃr1) = W(I', M1); (S2汀2) =W(S心）， M2)
in (S2 o S1,S2(r1) x乃）

W(I', M巾] ) = let (S□ 1) = W(I', M1); S2 = U({(T1,a1 x a2)}) 
in (S2 o S1,S2(a;)) (i = 1 or i = 2) 

W(I', l( M1)) = let (SぃT1) = W(I', M1) in (SぃTt +a)) 

W(I', 2( M1)) = let (S1汀1) = W(I', Mi) in (S1,a十内））

W(I', (case M1 ofl(x)⇒ M2, 2(y)⇒ M3)) = 
let (Sぃro) =W(I', M心

S2 =U({(ro,a1 +a2)}); (Sぁr1) = W(S20S心{x:ai}), M2); 
(S4 ,T2) = W(S3 O 今oS心{x:a2}), M3); Ss = U({(出(rt), 乃）｝）

in (Ss o S4 o S3 oふ0S1,S5(T1))

図15.5 多相型型推論アルゴリズム

ならS(I')t> M : TはPTS(M) の 結果と一 致する．

(d) MLの型推論システム

MLをはじめとする近代的な高水準プログラミング言語で採用されている型推

論アルゴリズムは， 以上定義したWアルゴリズムに， 再帰的デ ー タ型に関する

処理を加えたもの である．

ML系言語では再帰的デー タ型は， ユー ザ定義の 型宣言を通じて定義される前

に説明したとおり， 型パラメ ー タがない以下の形の型宣言は，

type T = Li of r1 I· · ·ln of Tn 
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直和型内＋••• 十Tn に， 型Tという名前を付けたものと理解できる． この型宜

言の各要素型に型Tが現れる場合は， 以下の等式を満たす型が定義され， それに

Tという名前を付けたものと理解できる．

T= T1 十・・・ 十Tn

fix(M) の公理的意味論の場合同様， この等式を満たす型は， 型Tを引数とする

関数入T.Tj +··· 十Tn の不動点と定義できる． このような型を再帰的デ ー タ型と

よび，

µT.T1 十・・・ 十Tn

と表記する．

一般に， 再帰的デ ー タ型µT.Tは， 等式µT.r= [µT.r/T]rを満たす型である．

型の集合を， 無限の大きさをもつ型を許すよう に拡張すれば， 型宣言で定義され

る関数の不動点が存在し， したがって， 再帰的デ ー タ型をも含む型体系が可能で

ある． 例えば， 宣言

type ilist = Nil of unit I Cons of int * ilist 

で定義される整数のリスト型は， 関数入 t.unit+ (int x t) の不動点として与えら

れる． 実際， 型の集合が無限の大きさの型を含めば， 以下のような無限の型は確

かに， この関数の不動点である．

unit + (int x (unit + int x (unit十．．．

MLの型宜言はさらに， 上記の再帰的型宣言に加えて， 以下のような型パラメ ー

タを許す．

type (01, ... ,etn )T = li of内I·· ·ln of Tn 

この型宣言によって定義されるものは， それら型パラメ ー タ a1,... ,an を種々の

型に置きかえることによって， 種々の型を生成する型関数である. MLでは， こ

のような型関数に， 型(T1,... , Tn ) を適用して得られる型を(r1,... ,Tn )Tと書く．

この宜言も， 一般的には要素の型mにTを含むことを許す． したがって， 再帰的
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関数定義の意味論の議論と同様の議論により， この宣言によって定義される型関

数は， 以下の関数の不動点と理解できる．

入T.入(01,... ,an )-T1 +· · · 十Tn

本節で解説した型推論アルゴリズムによって， 以上のような再帰的型を直接推

論することは不可能である． この困難を解決するために， MLでは，(r1,... ,Tn )T 

で表示される型を， 式(r1,... , Tn )Tそのものとして扱い， さらに型宣言におい

て， 以下の型の決まった関数も同時に宣言されたとみなす．

li =入 x.l(x) : V(a1, ... , an) .(内→ (aい..., an )T) 

Zn =入 x.n(x) :\:/(a1, ... ,an ) .(Tn → (a1, ... , an )T) 

さらに， 場合分け構文を型チェックするために，{r1,... , Tn )Tの型をもつ式 M

が， 場合分け構文の第 一引数に現れた場合， その型は， 対応する型宣言の左辺に

現れる型変数a1,... ,an を， それぞれ T1,... 汀n で置き換えて得られる型として

扱う．

例えば，

type'a list= Nil of unit I Cons of'a*'a list 

の宣言の後， NilとConsはそれぞれ以下の型の関数として扱われる．

Nil= unit -> 'a list 

Cons= 'a * 'a list -> 'a list 

したがって， 例えば Cons(2,(Cons(1,Nil())))は int list型として型チェッ

クされ， さらに， unit+ int x intlistをもつ式として場合分け構文で使用される．

問15.5問15.4で作成した型推論システムを以下の手順で改良することによって多相型

関数の型推論を加えよ．

( i )型を表すデ ー タ型とそのプリント関数に多相型の表現を加えよ．

(ii)式の定義にlet x = M1 in M2 構文を追加し， 問15.4で作成した型推論関数

をWアルゴリズムを実現する関数に入れ換えよ．
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本書ではMinimalをプログラミング言語の例として使っている． 読者が本書を

読みながら， プログラムを実際に実行して内容を確認したり， 自分でプログラム

を書いてみたりできるように， Minimalの処理系をインタ ー ネット上の以下の場

Minimal利用者マニュアルA
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(iii)以下の手順で， 型宣言処理を加えよ．

(a)型を表すデ ー タ構造に，(01, ... ,on ) Tの形のユ ー ザ定義デ ー タ製を追加

せよ．

(b)型宣言の左辺を表現するデ ー タ構造を定義せよ．

(c)型宣言文を読み込んで， それをユ ー ザ定義のデ ー タ型と， 型宣言の右辺を表

現するデ ー タ型の組に変換する処理を定義せよ．

(d)型推論関数を， 型宣言で定義された名前とその定義の対応を維持する環境を

引数とする関数に変更し， この環境を参照することによって， デ ー タ型の生

成および場合分け構文の翻訳と型チェックを行なう処理を追加せよ．

このようにして出来上がったラムダ式のコンパイラはMLなどが基碇とする原理に

基づき，以下のような動作をするはずである．

-> type 'a list= Nil I Cons of 'a * 'a list; 

type 'a list= Cons of 'a * 'a list I Nil 

Nil : 
所で公開している．

'a list 

'a * 'a list -> 'a list Cons : 

内容は以下の通

http://vvv.kurims.kyoto-u.ac.jprcs/csnyumon/ 

Minimalを利用するための基磋知識を収録した．

( i )入カル ープの使い方

( ii)値， 実行と制御構造

(iii)構文

(iv)組込関数

Minimalの基本的な使用法

言語で扱う概念の細かい定義

Minimalが使う形式文法

提供されている関数のリスト

本付録では，

りである．

int list 

-> fun length Nil= 0 

I length (Cons(x,y)) = 1 + (lengthy); 

fun length = fn : 'a list -> int 

-> val L = Cons(1,Cons(2,Cons(3,Nil))); 

val L = Cons (1,Cons (2,Cons (3,Nil))) : 

-> length L; 

int 3 : 

入カル ー プの使い方§A.1

Minimalは他の多くのプログラミング言語と違い， プログラムをコンパイルし

て， 実行するのではない. Minimalでは， 入カル ー プを使い， 処理系と対話しな

がら， 値や関数を定義したり， 式を計算• 実行したりしながらプログラムを作っ

ていく． プログラムを単位とするよりも， この方が容易に関数やアルゴリズムの
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