
2a. ⾃然意味論
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• ただし，

2

の実⾏
p.3



⽂の⾃然意味論を定める
• ⾃然意味論(Natural semantics/big-step semantics)：与えら

れた⽂と状態に対して(存在するとしたら)最終状態は何か？
• よってS∈Stmとs, sʼ∈Stateに対して遷移関係は <S,s> à sʼ 

と表される．
• <S,s> ⽂Sは状態sにおいて実⾏される
• sʼ 最終状態を表す

• 例：
<if x ≤ 1 then x := 2 else skip, [x↦0]> → [x↦2]
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代⼊の公理[assns]
• 公理[assns]：状態sでx:=aを実⾏した結果は
xの値がaになるように更新されたsである．
• 状態sでの値aは意味関数A〚a〛で計算される．

• [assns]においてx, a, sは特定の値，算術式，状態に
インスタンス化されるメタ変数である．

• 例．xがy, aがz+1, s0が[y ↦ 1,z ↦ 2]と仮定する．
[assns]のインスタンスは，
<x:=a,s> à s[x:=A〚a〛s]

5



代⼊の公理[assns]
• 状態sでx:=aを実⾏した結果はxの値がaになるように更新され

たsである．
• 状態sでの値aは意味関数A〚a〛で計算される．

• [assns]においてx, a, sは特定の値，算術式，状態にインスタン
ス化されるメタ変数である．

• 例．xがy, aがz+1, s0が[y ↦ 1,z ↦ 2]と仮定する． [assns]のイ
ンスタンスは，
<y:=z+1,s0> à s0[y ↦ A〚z+1〛s0]
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Skipの公理[skipns]
• 状態sでのskipの実⾏結果は単に状態s （変化なし）

• 例．sがs0=[y ↦ 1,z ↦ 2] と仮定する．
[skipns]のインスタンスは
<skip,s> à s
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Skipの公理[skipns]
• 状態sでのskipの実⾏結果は単に状態s （変化なし）

• 例．sがs0=[y ↦ 1,z ↦ 2] と仮定する．
[skipns]のインスタンスは
<skip,s0> à s0
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結合の規則
<S1,s>àsʼ   <S2,sʼ>àsʼʼ
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<S1;S2,s>àsʼʼ

• 規則[cmpns]：
状態sでS1;S2を実⾏した結果は以下のように得られる．
• sでS1を実⾏して結果sʼを得られる．
• sʼでS2を実⾏して全体の結果sʼʼを得られる．
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⽂の⾃然意味論を定める
•àの定義は以下の形の規則で与えられる：

• SはS1,...,Snから構成される
• 前提が満たされ（条件が満たされると）結論が成り⽴つ
• 前提がない規則を公理という
• 線を省略する

前提

結論
条件
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導出⽊の構築
• 状態s0=[y↦,z↦2]でskip; y:=z+1の実⾏結果を得たい
• skip;y:=z+1はS1;S2の形であるので[compns]規則を使う
• インスタンス化する：

<S1,s>àsʼ, <S2 ,sʼ>àsʼʼ
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

< S1; S2 ,s>àsʼʼ
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導出⽊の構築
• 状態s0=[y↦1,z↦2]でskip; y:=z+1の実⾏結果を得たい
• skip;y:=z+1はS1;S2の形であるので[compns]規則を使う
• インスタンス化する：S1= skip

<skip,s>àsʼ, <S2 ,sʼ>àsʼʼ
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<skip; S2 ,s>àsʼʼ
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導出⽊の構築
• 状態s0=[y↦1,z↦2]でskip; y:=z+1の実⾏結果を得たい
• skip;y:=z+1はS1;S2の形であるので[compns]規則を使う
• インスタンス化する：S1= skip かつ S2=y:=z+1

<skip,s>àsʼ, <y:=z+1,sʼ>àsʼʼ
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<skip;y:=z+1,s>àsʼʼ
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導出⽊の構築
• 状態s0=[y↦1,z↦2]でskip; y:=z+1の実⾏結果を得たい
• skip;y:=z+1はS1;S2の形であるので[compns]規則を使う
• インスタンス化する：S1= skip かつ S2=y:=z+1かつs=s0
• 前提を導出する：

<skip,s0>àsʼ, <y:=z+1,sʼ>àsʼʼ
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<skip;y:=z+1,s0>àsʼʼ
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導出⽊の構築
• 状態s0=[y↦1,z↦2]でskip; y:=z+1の実⾏結果を得たい
• skip;y:=z+1はS1;S2の形であるので[compns]規則を使う
• インスタンス化する：S1= skip かつ S2=y:=z+1かつs=s0
• 前提を導出する：

<skip,s0>às0, <y:=z+1,s0>àsʼʼ
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<skip;y:=z+1,s0>àsʼʼ
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導出⽊の構築
• 状態s0=[y↦1,z↦2]でskip; y:=z+1の実⾏結果を得たい
• skip;y:=z+1はS1;S2の形であるので[compns]規則を使う
• インスタンス化する：S1= skip かつ S2=y:=z+1かつs=s0
• 前提を導出する：

• <skip,s0> à s0 は[skipns]のインスタンス

<skip,s0>às0, <y:=z+1,s0>àsʼʼ
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<skip;y:=z+1,s0>àsʼʼ
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導出⽊の構築
• 状態s0=[y↦1,z↦2]でskip; y:=z+1の実⾏結果を得たい
• skip;y:=z+1はS1;S2の形であるので[compns]規則を使う
• インスタンス化する：S1= skip かつ S2=y:=z+1かつs=s0
• 前提を導出する：

• <skip,s0> à s0 は[skipns]のインスタンス
• <y:=z+1,s0> à s0[y↦3]は[assns]のインスタンス

<skip,s0>às0, <y:=z+1,s0>às0[y↦3]
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<skip;y:=z+1,s0>às0[y↦3]
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導出⽊
• 遷移<S,s>àsʼを導出するとき，次の導出⽊を構築する：
• 根は<S,s>àsʼ
• 葉は公理
• 中間の節（根で無い節）はインスタンス化された規則の結論

• 導出⽊の構築⽅法
• 根から開始する
• どの規則が適⽤できるかを探す．⽂の形や条件が適切な規則を探す．
• 葉（公理）に達するまで再帰的に規則の各前提を根とする導出⽊を構

築する
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if⽂の規則

• 2つのどちらが適⽤されるかは条件による
• B〚b〛s = ttならthen節であるS1が実⾏される
• B〚b〛s = ffならelse節であるS2が実⾏される
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while⽂の規則

• if同様に2つの規則
• B〚b〛s = tt ならwhilettnsを適⽤できる
• ループの本体を1回実⾏する
• 得られた状態でループの実⾏を継続する

• B〚b〛s = ff なら実⾏を停⽌させるwhileffnsを適⽤できる．
• 注意： whilettnsの前提には結論と同⼀のものがあるので、結合

的な定義では無い．
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例題1
• 記法：sij x = i かつ sij y = j, 例えば s30=[x ↦ 3,y ↦ 0]
• 次の導出⽊を構築する：<w,s30>→s

ただし w=y:=1;w, w=while ¬(x=1) do S, S= y:=y*x; x:=x−1

̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶
<w,s30>→
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例題1
• 記法：sij x = i かつ sij y = j, 例えば s30=[x ↦ 3,y ↦ 0]
• 次の導出⽊を構築する：<w,s30>→s

ただし w=y:=1;w, w=while ¬(x=1) do S, S= y:=y*x; x:=x−1

<y:=y*x,s23>→s26 <x:=x-1,s26>→s16
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<y:=y*x,s31>→s33 <x:=x-1,s33>→s23 <S,s23>→s26 <w,s26>→s16
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶ ̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<S,s31>→s23 <w,s23>→s16
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<y:=1,s30>→s31 <w,s31>→s16
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<w,s30>→s16
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例題2
S=n:=2;sum:=0;i:=1;while i ≤ n do (sum:=sum+i;i:=i+1)

<S,[n ↦ -1,sum ↦ 15,i ↦ 26]> → ?
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例題2
b=sum:=sum+i;i:=i+1, w=while i ≤ n do b, S=n:=2;sum:=0;i:=1;w

Π1
̶̶̶̶̶

<i:=1,?>→?          <w,?>→?
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<sum:=0,?>→?                    <i:=1;w,?>→?
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<n:=2,[n ↦ -1,sum ↦ 15,i ↦ 26]>→?                         <sum:=0;i:=1;w,?>→?
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶
<S,[n ↦ -1,sum ↦ 15,i ↦ 26]> → ?
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例題2
b=sum:=sum+i;i:=i+1, w=while i ≤ n do b, S=n:=2;sum:=0;i:=1;w

Π1
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<i:=1,[n↦2,sum↦15,i↦26]>→[n↦2,sum↦0,i↦1]  <w,[n↦2,sum↦0,i↦1]>→[n↦2,sum↦3,i↦3]
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<sum:=0,[n↦2,sum↦15,i↦26]>→[n↦2,sum↦0,i↦26] <i:=1;w,[n↦2,sum↦0,i↦26]>→[n↦2,sum↦3,i↦3]
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶

<n:=2,[n↦-1,sum↦15,i↦26]>→[n↦2,sum↦15,i↦26]    <sum:=0;i:=1;w,[n↦2,sum↦15,i↦26]>→[n↦2,sum↦3,i↦3]
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶
<S,[n↦-1,sum↦15,i↦26]> → [n↦2,sum↦3,i↦3]

Π1=
<sum:=sum+i,[n↦2,sum↦0,i↦1]>→[n↦2,sum↦1,i↦1] <i:=i+1,[n↦2,sum↦1,i↦1]>→[n↦2,sum↦1,i↦2]            Π2
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶ ̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶
<b,[n↦2,sum↦0,i↦1]>→[n↦2,sum↦1,i↦2]                                                                                                          <w,[n↦2,sum↦1,i↦2]>→[n↦2,sum↦3,i↦3]
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶
<w,[n↦2,sum↦0,i↦1]>→[n↦2,sum↦3,i↦3]

Π2=
<sum:=sum+i,[n↦2,sum↦1,i↦2]>→[n↦2,sum↦3,i↦2] <i:=i+1,[n↦2,sum↦3,i↦2]>→[n↦2,sum↦3,i↦3]
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶
<b,[n↦2,sum↦1,i↦2]>→[n↦2,sum↦3,i↦3]                                                                                                         <w,[n↦2,sum↦3,i↦3]>→[n↦2,sum↦3,i↦3]
̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶̶
<w,[n↦2,sum↦1,i↦2]>→[n↦2,sum↦3,i↦3]
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停⽌とループ
• 状態sからのSの実⾏は
• sʼが存在した<S,s>→sʼとなるときかつそのときに限り停⽌するという
• <S,s>→sʼとなるsʼが存在しないときかつそのときに限りループすると

いう
• 任意のsに対して実⾏が停⽌する場合，

その⽂は常に停⽌するという
• 任意のsに対して実⾏がループする場合，

その⽂は常にループするという
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等価性
• 形式的に⾔語の意味を定めると⽂やその性質を議論できるよう

になる

定義
2つの⽂S1とS2は以下の場合に等価という．
任意の状態sとsʼに対して
<S1,s>→sʼのときかつそのときに限り<S2,s>→sʼ
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等価性
補題 2.5
⽂

while b do S                                 (*)
は

if b then (S; while b do S) else skip (∗∗)
と等価である。

• 証明では両⽅向を⽰す必要がある．
“⇒” 2つのケース: [whilettns] or [whileffns]
“⇐” 2つのケース: [ifttns] or [ifffns]
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導出⽊の構造に関する帰納法
• 今⾒た証明法は次のように⼀般化できる．

• 全ての公理に対して性質が成り⽴つことを⽰す．
• それ以外の全ての規則に対して性質が成り⽴つことを⽰す．
• その前提では性質が成り⽴つことを仮定する．

この仮定を帰納法の仮定という．
• 結論で成り⽴つことを証明する．

（条件があればそれらも成⽴していることを仮定する）
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決定性
定義 ⾃然意味論は，任意の⽂Sと状態s, sʼ, sʼʼに対して

<S,s>→sʼ かつ <S,s>→sʼʼ ならば sʼ=sʼʼ
がなりたつとき決定的という．

任意の⽂Sと初期状態sに対して最終状態sʼが（もしも停⽌するな
らば）⼀意に定まることを⽰している．

定理 While⾔語の⾃然意味論は決定的である．
証明は導出⽊の構造に関する帰納法で⽰せる．
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結合的定義
• 注意：前の定理は構造帰納法では証明できない．
• 理由：意味論が結合的に定義されていない．規則whilettnsでは

結論と前提で同じものがある．

• 導出⽊の構造に関する帰納法は，導出⽊の構造帰納法のような
もの．
• 基底段階：単純な⽊に関する証明をする
• 帰納段階：部分⽊に関しての仮定から全体の⽊に関する証明をする
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⽂の意味関数
• ⽂の意味は状態から状態への部分関数

Sns : Stm → (State → State)
• 部分関数：領域の全要素に対して定義されている必要は無い
• 定義：

Sns〚S〛s =     sʼ if <S,s>→sʼ
undef otherwise

• なぜ部分関数か？
while true do skip のような停⽌しない⽂があるから．
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まとめ
• ⽂の⾃然意味論
• 証明法：導出⽊の構造に関する帰納法
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